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PROLOGO 


En la actualidad hay en ruso una profusa bibliografía 
sobre ecuaciones integrales. Es suficiente citar los excelen- 
tes libros de 1. G. Petrovsky. 5. 6. Mijlin, los capitulos 
correspondientes de la obra fundamental de V. I. Smirnov 
“Curso de Matemáticas Superiores”, los libros de W. Lovitt, 
F. Tricomi y otros. 

Sin embargo, por cuanto nosolros conocemos, no hay 
ningün libro en ruso que reüna problemas y ejemplos que 
ilustren los diferentes principios de la teoría y los métodos 
de resolución de las ecuaciones integrales. 

La presente colección de problemas viene a cubrir, a 
nuestro juicio. este vacío en cierta medida. En este libro 
se exponen algunos métcdos de resolución de las ecuaciones 


integrales, problemas sobre la determinación de raices ca- 
racterísticas y ciertos métodos aproximados. Muchos proble- 


mas especiales de las ecuaciones integrales no han sido 
mencionados. puesto que los autores perseguian un fin 
puramente didáctico: ilustrar y consolidar los principios 
fundamentales de la teoría mediante ejemplos. 

Nos consideraremos satisfechos, si nuestro libro recibe 
una acogida favorable por parte de los lectores y si les 
resulta útil para el estudio de las ecuaciones integrales. 

Quedaremos agradecidos por todas las observaciones y 
sugestiones que tengan como objeto la mejora de este libro. 


M. L. Krasnov 
A. I. Kiseliov 
G. 1. Makarenko 


OBSERVACIONES PRELIMINARES 


1, Conjuntos medibles, Sea E cierto conjunto de puntos del seg: 
mento S- |a. ^|. Denotemos por Cy: el conjunto complementario de E 
con respecto a 5, es decir, por definición, Ср consta de los puntos que 
no pertenecen a Е 

Los puntos del conjunto £ pueden ser incluidos de diferentes ma- 
neras en el sistema de intervalos 


ал. аа... бн. 


finito о numerable. Denotemos рог Xe la suma de las longitudes de 
los intervalos ад, %. ..-. Ф, ... Para cualquier sistema de intervalos 
que cubra а E tendremos 

Ya >0. 


El extremo inferior de las Xa, que depende sólo del conjunto E, 
se Mama medida exterior de E y se designa por m*E. De la definición 
de medida exterior se deduce, que para lodo к >0 existe un sistema 
tal de intervalos a4, а, .... Фа, +=» que contienen todos los puntos 
del conjunto E que 


mE Ха < mE je 


Se llama medida interior m,E del conjunto E a la diferencia entre 
la longitud del segmento 5 y la medida exterior del conjunto comple- 
mentario, es decir, 


m,E —b—a—m*C, 

Si las medidas exterior e interior del conjunto Е son iguales, éste 
se llama medible según Lebesgue (o simplemente medible) у el valor 
comün de las medidas теЁ y m,E se Пата medida del conjunto E 
según Lebesgue (o simplemente medida de E) y se denota por mE, 
o bien mes E. 

La medida de un intervalo (a, b) es su longitud: mes (а, 9):-8-- 
Un conjunto w de puntos del intervalo (a, b) se llama conjunto de 
medida cero. si w se puede cubrir por intervalos cuya suma de las 
longitudes sea arbitrariamente pequeña. 

2. Una función f (х) de variable real, definida en el conjunto me- 
dible E, se llama medible, si para cualquier número A el conjunto 
6 (Ex) > A), formado рог los puntos х. que pertenecen al conjunto £, 
para los cuales / (х) > А, es medible según Lebesgue. 


Observación. La condición para que el conjunto d (f (х) > A) 
sea medible puede ser sustituida por una de las tres siguientes: 
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1) el conjunto 4 (f (x) == A) es medible; 
2) el conjunto & (f (х) < A) es medible; 
3) el conjunto ф (f(x) << A) es medible. 
3. Una función f(x) no negativa єп intervalo (a, b), se llama 


sumable en dicho intervalo, si | f (x) dx es finita *). 


Una función f 09 de signo arbitrario será sumable en el intervalo 
(a, b) si, y sólo si, la función |] (x) | es sumable, es decir, si la integral 


$ лотах tiene un valor finito. 


En lo sucesivo operaremos con el intervalo fundamental / —(a. b) 
(o bien /,—(0, а)) y con el cuadrado fundamental Q [a « x, (жару 
(о bien Q, (0 «x. (aj). 

4. Espacio L, (а, b). Se dice que / (х) es una función de cuadrado 
integrable en |a, b] si la integral 


» 
(Рија 


existe (es finita). Denotaremos por /.. (а, b), o simplemente La el 
conjunto de todas las funciones de cuadrado integrable en la, b]. 


Propiedades fundamentales de las funciones de Le 


1°. El producto de dos funciones de cuadrado integrable es una 
función integrable. 

2°. La suma de dos funciones de L, pertenece también a Ly. 

39. Si f(x) € La y A es un número real arbitrario, entonces 


M ()€L.. 


49. Si / (0 € С. У 2 (X) Ls, tiene lugar Ja desigualdad de Bunia- 
kovski-Schwarz 
b b 


2 NE Ч 
(юаш) < 0 a беч (0 


Por definición, se Пата producto escalar de dos funciones f (x) € La 
Y БОЈЕ: al número 


, 
d. ад S Ро) во ах. о 
à 


) La integral se entiende en el sentido de Lebesgue. Sin embargo, 
*l lector que desconozca dicha integral puede suponer que en todas 
parles se toma la integral en el sentido de Riemann. 
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Se Паша norma de una función f (х) де 2. al número no negi 


Излей. D (Fw dx (3) 


59. Para f(x) y g(x) de Lẹ tiene lugar la desigualdad triangular 


Wt elec lg. (4) 

бе. Convergencia en media. Supongamos que las funciones 

Мо) y hi) fit). ++ fatx). -.. son de cuadrado sumable en (а, b). 
Si 


» 
lim {1л (0 от 4к-0, 


entonces se dice que la sucesión de funciones fı (x). fa (х), ... converge 

еп media o, más exactamente, en media cuadrática hacia la función f (x). 

Si la Sucesión (/, (x)} de funciones de Z, converge uniformemente 

10). entonces Роде, y {fn 00) converge en media hacia f(x). 

Se dice que la sucesión {fn (50) de funciones de 1, converge en 

media en sí misma. si para cualquier número e > 0 existe un N > 0 
tal, que 


has 


» 
ln о9о dee 
а 


рага п > М y m > М. A veces, las sucesiones convergentes en sí mis- 
mas se Патап fundamentales, Para que una sucesión 4/, (х)) converja 
en media hacia cierta función, es necesario y suficiente que dicha 
sucesión sea fundamental. El espacio L, es completo. es decir, toda 
sucesión fundamental de funciones de L; converge hacia una función 
que también pertenece а La 

Dos funciones f (x) у g(x) de Га (a, b) se llaman equivalentes en 
(a; D). si f(x) = £(9 Gnicamente en un conjunto de medida cero, En 
este caso se dice que f (x) — g (x) casi en todas partes en (а, b) 

5. Espacio C( (a, b). Los elementos de este espacio son todas las 
funciones definidas en el segmento [a. b| y que tienen en dicho seg- 
mento derivadas continuas de hasta /-ésimo orden inclusive. Las ope- 
raciones de la suma y producto de funciones por un número se definen 
de manera habitual. 

La norma del elemento [(x)ECW (a, b) se define mediante la 
lórmula 


1 


ИШ] zt „тах 16900), 


siendo [^ (х) = f (x). 

La convergencia en C'^(a, b) significa la convergencia uniforme, 
lanto de la sucesión de las propias funciones, como de las sucesiones 
de sus derivadas de k+ésimo orden (&— 1,2. 1. 
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Los conceptos de conjunto medible, función medible, función su- 
mable, etc. se generalizan al caso de un espacio de mayor dimensión. 
Asi, por ejemplo, la función F (х, 1) se llamará de cuadrado sumable 
en Q (ахих, tebj. si la integral 

m 
ў 1» (x, t) dx dt < + o. 


24 


La norma de la función F (х, 1) se define en este caso por la igualdad 


(rata 
ШЕ У { {ға qx, ђака. 


6. Una función f(z) de variable compleja z, derivable en cada 
punto de la región G del plano de la variable compleja 2, se llama 
analitica (regular) en dicha región. 

La función f (2) se denomina entera, si es analitica en todo el 
plano (excluyendo el punto infinito). 

La función f(z) se Пата meromorfa (o quebrada), si puede ser 
representada en forma de cociente de dos funciones enteras: 


1) - КО hiz) 20. 


Una función meromoría f(z) puede tener sólo un número finito de 
polos en cualquier región acotada. 

El punto z—a se Пата punto singular aislado de la función f (2), 
si existe un entorno O < |2--0| < б de este puula, en el cual ((2) es 
Analítica, mientras que en el propio punto z=a по lo es. El punto 
singular aislado 2 =« se denomina polo de la función f (2). si 


lim f (2) = о 


(se supone que f(z) es uniforme en un entorno del punto z—a, 
220). 
Para que el punto z=a sea polo de la función f (2) es necesario 


y suficiente que dicho punto sea cero de la función y (2) гг, 


decir, que ф (a) =-0. 
Se llama orden del polo 2=u de 1а función f (2) el orden del cero 
z=a de la función 
1 


"= дау 


7. Se Пата residuo de la función f (2) en el punto singular aislado 


al nümero 


1 


гез (2)= элт 


Sroa 
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donde c es la circunferencia |z—a|—p de radio suficientemente pe- 
queño. 

Si el punto z—« es un polo de n— 
entonces 


mo orden de la función f (2), 


{e—a ft. 


Para un polo simple (т= 1) será 
res / (2) — lim (аа) f 0) 
Si а) = ma, y aden 
orden en el punto za, es decir, y (а) —0, y (0) = 0, entonces 


q (а) #0 у p2) tiene un cero de primer 


res f (2) ОШ 

8. Lema de Jordan. Si }(2) es continua 

Im га (a es un número real fijo) y lim f (2) 
m 


en la región |2|z» Re, 
0, entonces para cual- 


quier А > 0 será 
но У 


donde cg es el arco de la circunferencia |2|— Е que pertenece а Ја re- 
gión considerada. 

9. La función f(x) se Мата localmente sumuble, si es sumable en 
cualquier conjunto acotado. 

Supongamos que la función compleja ч (1) de variable real 1 es 
localmente suntable, igual a cero para ( < 0, y satisface а la condición 
|)! < Ме“! para todas las 1(М > 0, 5,2-0). Tales funciones q (1) 
as llamaremos funciones-objeto. El número s, ке denomina índice de 
crecimiento de la función y (1). 

Llamaremos transformación de Laplace de la función q (1) a la fune 
ción « (p) de variable compleja p==s=ía, definida por la igualdad 


Ф (р) = { ОТТА 
$ 


Para cualquier objeto (i). la función Ф (р) está definida en el 
semiplano Re р > s, y es una función analítica en dicho semiplano. 
El hecho de que Ф (р) es una transformación de Laplace de la función 
qp (1) se escribirá asi: 

q) c (р). 

10. Teorema de inversión. Si y (1) es una función-objeto, y Фр) 

es su imagen, entonces 


vie 


q (== | ePi Ф (рудар. у > So e 


vie 
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donde la integral se toma а lo largo de la recta Re p— y. que es para- 
lela al eje imaginario y se entiende en el sentido de valor principal: 


nm viw 
| oerte pap lim { ер! Ф (p) dp. 
Pim e 


La fórmula (*) se llama fórmula de inversión de la transformación 
de Laplace. Si 
_M0) 


Ny" 
donde М (р) y N (p) son polinomios en р, siendo el grado de M (p) 
menor que el de А (p). la función-abjeto рага Ф (р) será 

: 
y У р а. == 
POS Aa EM uera, арч 


Ф (p) 


(р— аду“ oy, 


donde ay son los polos de Ф (р). nz sus órdenes, y la suma se toma 
por todos los polos de la función Ф (p). 
Еп el caso en que lodos los polos ay (k— 1, 2, ..., 1) de la Tun- 
M 


ción «Ф (р) = M. sean simples, tendremos 


: 
М (р). NS М (аһ) at 
Хит E May" зэ» 


11. Teorema del producto (teorema де la convolución). Supongamos 
que las funciones | (t) y 4 (t) son [unciones-objelo y sean 


Entonces 
t 
IS 
р 


La integra! del segundo miembro de (5) se llama convolución de 
las funciones f (f) y q (f) y se designa por el símbolo f (0) (1). 

De este niodo, el producto de las imágenes es también una imagen, 
precisamente, la imagen de la convolución de las funciones-objeto: 


F (р)-Ф (р) = (0) + (0. 


12. Supongamos que la función f(x) es absolutamente integrable 
en todo el eje — во « x« ++ се. La función 


Toy { гоу ехах 


se Пата transformación de Fourier de la función f (x). 
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La fórmula de inversión de la transformación de Fourier tiene 
la forma 


"m 
го = d. | mesas. 


Para dar a las fórmulas de transformación directa e inversa de Fourier 
una mayor simetría, éstas se escriben con frecuencia en la forma 


CAPITULO I 


ECUACIONES INTEGRALES DE VOLTERRA 


5 1. Conceptos fundamentales 


La ecuación 


яг [0] 


donde f(x) К(х,() son funciones conocidas. q(x) es una función 
Incógnito y A, un parámetro numérico, se llama ecuación integral lineal 
de Volterra de segunda especie. La función K (х, f) se denomina núcleo 
de la ecuación de Volterra. Si | (x)= 0, la ecuación (1) toma la forma 


«бел Ко, 0« (dt e) 
à 


y зе llama ecuación homogénea de Volterra de segunda especie. 
La ecuación 


| ко. ogtoat- Го), [3] 


donde q (х) es la función incógnita, se llama ecuación integral de Vol- 

lerra de primera especie. Sin perder generalidad, se puede suponer que 

el limite inferior а es igual a cero, cosa que haremos en lo sucesivo, 

Se lama solución de la ecuación integral (1), (2) 6 (3) a la función 

(х) que, al ser sustituida en dicha ecuación, la transforma en uma 
identidad (respecto a x). 


Ejemplo. Demostrar que la función ф(х) —— —,7 es la solu- 
Qm 
ción de la ecuación integral de Volterra 


А 
1 t 
sol rat dt. а) 
5 


Resolución. Sustituyendo en el segundo miembro de (4) la 
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función qium en lugar de ф(х), tendremos 


dt 
Ez ai [EST uu 


Caci sorte rt 


Хүр Карау ГЕ” п ny =p). 
De este modo, la sustitución de 4 (x) = 


——1—_ en ambos miembros 
[ENSE 
de la ecuación (4) transforma a ésta en una identidad respecto a x: 
A ка 
qux ^ (14 


Esto significa, según la definición, que «Gm ns es la solu- 
Fats 
ción de la ecuación integral (4). 
Comprobar que las funciones dadas son soluciones de 
las ecuaciones integrales correspondientes. 


Аја 


Эх 2х3 


e s € (dt. 


2. ф(х) = ех (cos er —e* sen e*); 


ф(х) (1 —хе““) cos 1 —e** sen 14- (1-4-0649(04. 
à 
ф (5) = хеч; p (x) = sen x 1-2 ( cos (x— t) p (1) de. 
D 


4. g=: 


v0) x— {эһ (x— да. 
5. ф(х) = If erp ídi=x. 
" ò 


6. ф(х) = 3; w= o o еш. 
ò 


$ 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES п 


Observación. Las ecuaciones integrales de Volterra surgen 
en los problemas de la física, en los que existe un sentido de prefe- 
rencia de la variable independiente (por ejemplo, el tiempo, la ener- 
gia, etc.) 

Consideremos un haz de rayos Roentgen que pasa por una sustancia 
en dirección del eje OX. Consideraremos que, al dispersarse, el haz 
conserva dicha dirección. Tomemos el conjunto de rayos que tienen 
una longitud de onda dada. Al pasar por una capa de sustancia de 
un espesor dx, una parle de estos rayos se absorbe, y otra parte cambia 
su longitud de onda en virtud de la dispersión. Por otro lado, este 
conjunto se completa a cuenta de los rayos que, teniendo originalmente 
una energia mayor (es decir, teniendo una longitud de onda A menor), 
pierden parte de ésta por la dispersión. De este modo, si la función 
F, x) dà da el conjunto de rayos, cuya longitud de onda se halla 
comprendida en el intervalo desde A hasta A-+d), entonces 


LA х) 
чан 


n 
= — 02-Р Ол n Gs nde, 
° 


donde p es el coeficiente de absorción, y Р Qu т) ах, la probabilidad 
de que un haz de longitud de onda х adquiera, al pasar por una capa 
de espesor unidad, una longitud de onda comprendida entre А y À+ dà. 
Hemos obtenido una ecuación integrodiferencial, es decir, una ecua- 
ción en la cual la función incógnita f(A, x) se encuentra bajo los 
signos de derivada e integral. 
Haciendo 


На D= 1 E-P y (A, p) dp, 
č 


donde ф (А, p) es una nueva función incógnita, se halla que Ф (А, p) 
satisface a la ecuación integral de Volterra de segunda especie 


PA. p) =p 


142 Dp руй. 
y 
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$ 2. Nexo entre las ecuaciones diferenciales 
lineales y las ecuaciones integrales 
de Volterra 


La resolución de la ecuación diferencial lineal 


qu 


а" d 
ра! ӨӨ MM A] o 
соп coeficientes continuos u; (x) (7:-1, 2, ..., n), con las condiciones 
iniciales 
340)- Cy. YO) Era mI) Cas (2) 


puede ser reducida а la resoluci 
lerra de segunda especie. 

Demostremos esto en el ejemplo de la ecuación diferencial de 
segundo orden 


1 de cierta ecuación integral de Vol- 


өө) aso Ру, an 


ко). С. e) 
Hagamos 


(1522 (3) 


De aquí, y teniendo en cuenta las condiciones iniciales (2^), se halla 
sucesivamente: 


"E H 
E (цас. у 4 (x— 1) qUe) dt 4- Сухо Co. [7] 
5 о 


Aqui hemos aplicado la fórmula 


(ја. ИЙГ "uc [m 
сарлаг X 


AAA 
n 


iendo en cuenta (3) y (4). escribamos la ecuación diferencial (1) 


B 
twf & (х)Ф (0) dt + Сла, (х) 4 fa (0) AD q (0) dt 4- 
ò o 
+ Cyxas (х) + Са, (x) — F (x), 


$2. NEXO ENTRE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 19 


0 bien 
P 
v+ ía Wta 6 (&—0 1e (0 dt— 


=F (x)— Ca, (х) —Cyxas (х) —Соа (x). (5) 
Haciendo 


K (x, ђ=— [av (х) а, (x) (x— 0]. (6) 
FG) = Е (ху—Суау (x) — Суха, (х) — Соаз (х), 0) 


reducimos (5) a la forma 


v= Ко, ооа), в 
i 


es decir, se llega a una etuación integral de Volterra de segunda 
especie 


existencia de una solución única de la ecuación (8) se sigue 
de la existencia y unicidad de la solución del problema de Cauchy 
(19 — (2), para la ecuación diferencial lineal con coeficientes continuos 
еп un entorno del punto x=0, 

Recíprocamente, resolviendo la ecuación integral (8) con K y f, 
determinadas mediante las fórmulas (6) y (7). y sustituyendo la ex: 
presión obtenida para q(x) en la última de [as ecuaciones (4), se 
obtiene la solución única de la ecuación (17). que satisface а las con- 
diciones iniciales (2). 


po: Formar la ecuación integral que corresponde a la 
ecuación difer 


rencial 
V+xwy+y=0 0 
y a las condiciones iniciales 
y(0-1, y 0-0 o 
Resolución, Hacemos 
F=. ө 


Entonces 


" à 
(едат о Vat, 
3 4 


yl в— деби. 2 
i 
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Sustituyendo (3) у (4) en la ecuación diferencial dada. зе halla 


ч (s ag tn ar y em nu (Dd 150 
ò ò 


o bien 


qG-- 


| (х0 (dt. 


Formar las ecuaciones integrales correspondientes a las 
ecuaciones diferenciales siguientes con las condiciones ini- 
ciales dadas: 

Byly О; 00090, yl 

10: у —и- о; шоу 1. 

Hos og y (0) = y (0) — 0. 

12. | Sy ! бу=- 0; (б) б, y 10) -Y. 

13. y | y cos y(0) =0, y (0) -1. 

14. YN —y senxa ey. x: у(бд)= 1, 14410) 

15. (qax y(—0. уд) -2. 

16. 4 P x) y=- хех 1 

000) - 4 (0) = 1, y” (0) —0. 


y (Q)— у (0) 1. 


по cos 


= 


сөз 


17. у" —2ху 0, g(0) — 


18. Demostrar que una ecuación diferencial lineal con 
coeficientes constantes v condiciones iniciales cualesquiera 
se reduce à una ecuaci tegral de Volerra de segunda 
especie, cuyo núcleo depende sólo de la diferencia de los 
argumentos (x—!) (ecuación integral con ciclo cerrado 
о ecuación de convolución). 


$ 3. Resolvente de la ecuación integral de Volterra. 
Resolución de una ecuación integral 
mediante la resolvente 


Supongamos que se Пепе una ecuación integral de Volterra de 
segunda especie 


ve род | Ке 0 m dt 9 
è 


6 3. RESOLVENTE. RESOLUCION MEDIANTE LA RESOLVENTE 21 


donde K (x. f) es una función continua para 0 x«ca, 0S f «x, 
y ГО) es continua para 0< x «a. 

Busquemos la solución de la ecuación integral (1) en forma de 
serie infinita de potencias de A: 


Фб) = фо (5) Ара (2) HA (0) 4-.-.4-3Лф, С) Не) 
Sustituyendo formalmente esta serie en (1), se obtiene 
Фо (х) + Aq О) Ара (х)+..- 


=A S K Офо Аф (He 439, () ++. 148. (9) 
3 


Comparando los coeficientes de iguales potencias de А, se halla: 
Po (х) = F (x), 


ше (Кох, Du) dt VK Gs DEO m 
D à 


n x 0 
e) KG 0 (di кх, о ка, m) боди 


Las relaciones (4) permiten determinar sucesivamente las funciones 
фи (x). Se puede demostrar, que bajo las hipótesis hechas com respecto 
a'f (ху y K (х, 0), la serie (2), obtenida de este modo, converge uni- 
formemente respecto a x y а А para cualquier A y хе (0, aj, y su 
suma es la solución ünica de la ecuación (1). 

Además, de (4) se deduce que 


x 
то Kos ТОТА [2] 


‹ 
0-1 K х, ој ки, таза | ac 
à à 


rinda {к о K y а V кух, I) FO dh. © 
donde ” % a 
Ki. t) Ке DKU, 1) dt. [7] 
Le 
De forma análoga se establece que, en general, 


нэ. (8) 
è 
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Las funciones K, (х, 1) se llaman núcleos: repetidos o ¡terados. Estos, 
como no es dificil demostrar, se delerminan mediante las fórmulas de 
recurrencia 


K(x, 0=K( D. 


Kuri D үкө. 2) Ku (2. t)dz (п=1, 2, ...)- (9) 
; 


Aplicando (8) y (9), la igualdad (2) puede escribirse así: 


AT KG, DEG dt. (10) 


La función R (х, t; A) que se determina рог la serie 


Re ti A У Kys D ay 
= 


se llama resoltente (о núcleo resolvente) de la ecuación integral (1). 
La serie (14) converge en forma absoluta y uniforme, si el núcleo 
K (x, 1) es continuo. 

Los núcleos iterados, así como la resolvente, no dependen del 
límite inferior en la ecuación integral. 

La resolvente R (x, f: A) satisface a la siguiente ecuación funcio- 


Rix, t: =K (x, DHA Ç K s) R (s, 1: à) ds. (12) 
5 


Aplicando la resolvente, la solución de la ecuación integral (1) se 
escribe en la forma 


p= HA Re (OE аз) 
à 


(véase 131, [7D- 


Ejemplo. Hallar la resolvente de la ecuación integral de Vol- 
terra con núcleo K (x. £) 1l. 
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Resolución. Tenemos K (х, ()--К(х, f)=1. Ahora, según 
las fórmulas (9), 


Kat 9-1 Ком 2) Ку, D dz= È de=x—t, 
; Ї 


Кик D= { 


| 

; 
Ko у (Cr 

j 


ГТА деј ГЭМ j 


De este modo, en virtud de la definición, la resolvente será 


Ro 6X) — У Ким (и, ge a, 


Hallar las resolventes de las ecuaciones integrales ае Vol- 
terra con los nücleos siguientes: 


19. K(x, 0- 
20. Kix; t) - e*7t. 
21. K(x, 4) eh, 


22. K(x, 1) 12, 
23. K(x, 1) = 
24. K(x, 0-35. 


25. K(x, t) а (a > 0). 


Supongamos que el núcleo Ж (х, 1 sea un polinomio де (а —1)- 
ésimo grado con respecto a f de modo que se pueda representar en la 
forma 
NRI) 

hi! 


K. = atta aN =a", (04) 


siendo los coeficientes ap (х) continuos en (0, ај. Si se determina la 
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Junción g(x. t; 2) como la solución de la ecuación diferencial 
p PEL. гүй 
do enmt Ogs 


que satisface a Jas condiciones 


48 
Fax 


entonces Ja resolvente А (х, i; А) se determinará por la igualdad 


1 ача(х. 1: 


Análoganiente, en el caso en que 


K (x, t) bs) 4 bs G) и —х)+... кунта, 


la resolvente será 
1 d'g(f. x; А) 


ЦЭЭЛ ED, 
donde g(x, f: А) es la solución de la ecuación 
а", а" 
ТЕ [n 0 sona] = 


que satisface a las condiciones (16) (véase [3]) 
Ejemplo. Hallar la resolvente de la ecuación integral 


eG) eoe А, орфо). 
à 


Resolución. En nuestro caso Кх, 1) 
por consiguiente, según (14). a, (x)==1, a (x)= 
En este caso, la ecuación (15) tiene la forma 


— =h 


E 0 gs 0—0, 
de donde 
gix. t; Y) gx D) Ci ек Co (ђе. 
Las condiciones (16) dan 
С, (ђе! + С (1) e7! —0. 
1 Сү(0е!--С, (0) e7! 1. 


Resolviendo el sistema (21), se halla 


q 


(18) 


(19) 


(20) 


n=2 


(21), 
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y, por consiguiente, 
gx. пекмез ty sh е0) 


De acuerdo con la (17). 
R (x. t; 1)= [sh (x— 0]; — sh (x— 1). 


Hallar las resolventes de las ecuaciones integrales con 
los siguientes núcleos (А = 1): 


26. K (x, 1) - 2—(x— 1) 
27. K (x. 0) : — 2 3(x— t). 
28. K(x, t) - 2x. 

29. Kix, у= 7? 86—0 


2 
30. Sea dada una ecuación integral de Volterra cuyo nücleo 
dependa sólo de la diferencia de sus argumentos: 


фо) =) {Коа (1. (22) 


ò 


2x41 


Demostrar que para la ecuación (22) todos los núcleos re- 
petidos y la resolvente dependen también solamente de la 
diferencia x— /. 

Supongamos que f(x) y K (x) en la ec (22) son funciones- 
objeto, Apliquemos la transformación. de а ambos miembros 
de (22); utilizando el teorema sobre el producto (transformación де 
convolución), se halla 


Фр) — F (р) K (р) Ф (р), 


q o) = Ф (р). 
Por 


donde 


De aquí que 


Ч (р) Кожа. (23) 


Г-К)" 
ejercicio 30, podemos escribir la solución 


Aplicando los resultados del 
de la ecuación integral (22) en la forma 


TSF REO 10) dt. (24) 
р 


donde R(x—1) es la resolvente de la ecuación integral (22). 
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Aplicando la transforma 
ecuación (241, se halla 


dip Fui КОПЕР), 


л de Lapi 


a ambos miembros de Та 


donde 
R (ху = R (р). 

De aquí que 
Ф 


В (р) = (25) 


Sustituyendo en (25) la expresión para Ф (р) tomada de la (23), se ob- 
tiene 


Во) Ко Si (26) 
1Кр) 


-objeto рага Ё (р) жга la resolvente de la ecuación 


La func 
integral. (22) 


Ejemplo. Halar la resclvente de la сем 


ón integral de Vol- 
terra con nücleo K (x, 1) sen (х--0, А lo 


Resolución. Tenemos que К tp) E үг Según la igualdad (26) 
i 


Rip 


p 


Por consiguiente, la resolvente buscada de 
Ro, ti 1) x—t. 


ecuación. integral es 


Hallar las resolventes de 1 
Volterra con los núcleos (А = 

31. K (x, 1) =sh(x—1). 
32. K (x, t) 
33. K (x, t) — e^ <=) sen (x — t). 
34. K (x, t) = ch(x— t). ч 
35. K (x, 0) =2cos (x— t). 


Ejemplo. Hallar, mediante la resolvente, la solución de la in- 
tegraf > 


ecuaciones integrales de 


en, 


фо) ех f е-е. 
à 
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Resolución. La resolvente del núcleo K (x, 1)=e*"-" para 
3-1 65 R (x, t; 1) —ex- f ex*7 f? (véase el № 21). Según la fórmula (13), 
la solución de la ecuación integral dada es 


фо) e*t +. | entes итд ee, 
ò 


Aplicando los resultados de los ejercicios anteriores, ha- 
Ilar las soluciones de las siguientes ecuaciones integrales 
mediante las resolventes: 


36. ф(х) er (естт) а. 
à 


37. ф(х) =зепх+ 2 ep (0 dl. 


3 
38. 403 — [3514 (t) dt. 

è 
39. pa) -esenx | q (1) dt. 


40. (х) = 1—2x— | сео" e () dt. 
à 


41. qQ) serta fe- qu) dt. 


б 


42. ф(х)--1 


par 


43. Ф =T | V sen (1—4) (1) dt. 
à 


44. ix) xe? + | e77^q (0) dt. 
5 


45. ф(х) ех. Ve 7 0 зеп(х— 1) (t)df. 
ò 
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Observación 1. La existencia de una solución única de las 
ecuaciones de Volterra de segunda especie 


~ 
ч 00-109--4 | Ко s (o dt Ш 
à 


tiene lugar bajo hipótesis mucho más generales con respecto a la fun- 
ción f(x) y al núcleo K (х, 0 que la continuidad de éstas, 


Teorema, La ecuación integral de Volterra de segunda especie 
(9, ee núcleo K (х, €) y cuya función f (x) pertenecen а los espacios La (Qu) 

+ (0, а). respectivamente, tiene una. y sólo unu, solución del espa- 
cio L, (0, a). 

Ésta solución viene dada por la fórmula 


qo) Тод A SR 69) f (dts Q) 
à 
donde la resolvente R (x, À) se determina mediante la serie 
R (x, ti à) У) Pa Gc 4). (3) 
Ex 


formada por los núcleos ilerados у que converge casi en todas parles. 


Observación 2. En los problemas de 
ción de una ecuación integral juega um papel 
ciones en 1а cual se busca la solución (la 
de cuadrado sumable, continuas, etc.). 

АМ, si el núcleo К (. ) de la ecuación de Volterra está acotado, 
cuando x varia en cierto intervalo finito (a, 9), de manera que 


1К (х, OIM, M- const, x € (a. P). 


y el término independiente f(x) e$ sumable en el intervalo (u, b) la 
ecuación de Volterra tiene uma solución Única sumable y (х) en el in- 
tervalo (a, b) para cualquier valor de 2. 


unicidad de la solu- 
ncial la clase de fun- 
clase de funciones sumables, 


condición de que la solución 
ja de ser válido, en el sentido 
‚ además de la solución sumable, solu- 


sea sumable, 
de que la ecuación puede te 
ciónes no sumables Ган 

P. 5. Urison construyó ejemplos muy sutiles de ecuaciones inte- 
grales (véanse más abajo los ejemplos I y 2) que poseen, conjuntamente 
con las sumables, soluciones no sumables, incluso en el vaso en que el 
núcleo K (x. £) y la función f(x) sean con 

Consideraremos, para simplificar, que /( 
ecuación integral 


0, y estudiemos la 
46) V Kos оча, (у 
è 
donde K (x, !) es una función continua, 
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La única solución sumable de la ecuación (1) será y (x) ==0. 
Ejemplo 1. Sea 


a 


En el cuadrado 0, (0 < x, (<1) el núcleo K (x, f) está acotado, pues- 
to que О К (x. f) axe l. Es más, éste es continuo para 0 « f «x x. 
La ecuación (1) tiene, en este caso, la solución sumable evidente 

(х) ==0 y, en virtud de lo expuesto más arriba, dicha ecuación no 
liene otras soluciones sumables. 

Por otro lado. mediante una comprobación directa se ve que la 
ecuación (1) tiene un conjunto infinito de soluciones no sumables en 
(0, 1) del tipo 

& 
«б=т 
(С es una constante arbitraria, x > 0). 

En efecto, teniendo en cuenta la expresión (2) para el núcleo 

K (x, 1), se halla 


х 
(ке. De (0 di = 
8 


1 
ш =сх+сх Ine? 


1 
pi 


= 
De сме modo, oblenemos 

С с 

TT 4x0 


Esto significa, precisamente, que ( (а) — С. es una solución (no su- 
mable) de la ecuación (1). 


Ejemplo 2. Sea 04! «x < a(a > 0 es un número cualquiera, 
en particular, =), 


KG a n. 


(3) 


La función K (x, 1) es incluso holomorfa еп todas partes, а excep- 
ción del punto (0, 0). Sin embargo, la ecuación (1) con el nücleo (3) 
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admite soluciones no sumabls. En efecto, За ecuación 


2 Й xit 2 
чота prod- с) 
| 


liene una solució 


sumable, puesto que 1а función 


es acotada y continua em todas partes, а excepción del punto x=0, 
La función 
0. xc, 


че) pres 


donde ар (x) es la solución de la ecuación (4), será una solución ya nu 
sumable de la ecuación (1) con núcleo (3). 
„Еп efecto, para хол 0 tenemos que 


^ ГЕЈ 2 m 
Кох Ou (O dr- 14: ТИШЕ d 


ë 5 y 


(6) 


En virtud de la ecuación (4), el primer sumando del seguudo 
miembro de (6) es. 


El segundo sumando da 


2( ха 2 
ah eTe GA 


% 
De este modo, 


К 
{ке овоа ema 
, 


lo cual significa, precisam. 
diante la igualdad (5), es un 
con núcleo (3). 


Ejemplo 3. La ecuación 


que la función y (x), determinada те. 
solución no sumable de la ecuación (1) 


3 too 1940 dt Car 0-0) 
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tiene una, y sólo una solución continua p(x)==0. Mediante la susti- 
tución directa se comprueba, que esta ecuación tiene, además, un 
conjunto infinito de soluciones discontinuas de la forma 


q (x) -Схк-3, 
donde C es una constante arbitraria. 


8 4. Método de las aproximaciones sucesivas 


Supongamos que se tiene nna ecuación integral de Volterra de 
segunda especie 


P= HA Ко, 0 (0 dt. (a) 


Supondremos que f (x) es continua en (0, ај, y que el núcleo K (x, £) 
es continuo para 0 = x « a, 0 («c x. 

Tomemos cierta función ҷа (х), continua en (0, ај. Sustituyendo 
en el segundo miembro de la ecuación (1) la función фо (x) en lugar 
de ф(х) se obtiene 


х 
«об РОА {ко O go (0 dt. 
; 


La función ф (x) definida de este modo es también continua en el 
segmento (0, ај. Continuando este proceso se obtiene la sucesión de 
funciones 


Ч (х), Gus. Фа (5). eee 
допде 


x 
Pu 00-100-43 { Ко, D Pu-i O) dt. 
Б 


Según las hipótesis hechas con respecto a / (x) y а K (х, 0), la sucesión 
IM Go) converge para  — œ hacia la solución +, (х) de 1а ecuación 
integral (1) (véase (6]). 

Si, en particular, se toma /(x) en calidad de qq (x), entonces 
Фа (x) serán, precisamente, las sumas parciales de la serie (2) del $ З 
que determina Ја solución de la ecuación integral (1). Una elección 
acertada de la aproximación "nula" qs (x) puede conducir a una con- 
vergencia rápida de la sucesión (q; (x)y hacia la solución de la ecuación 
integral. 


Ejemplo. Resolver la ecuación integral 


wo) 12- fu dt, 
è 


por el método de las aproximaciones sucesivas, tomando «p, (x) — 0. 
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Resol) ción. Сото q, (х) = 0. entonces qi (х) — 1. 
Luego 


ф.00-1--(1-4-1-рх, 


2 
tw. 


De esta manera, Ф, (х) es la л-ёѕіта suma parcial de la serie 


= 


х, De aquí se deduce que q, (x) — ex. No es dificil com- 
m 


ли. 
probar que la función q (1) —e* es la solución де la ecuación integral 


dada. 


Resolver por el método de las aproximaciones sucesivas 


las siguientes ecuaciones integrales: 


46. ф(х) =x— | (x—0) p (1) de, Gal) 
-16-049(0)4, qui) =0. 


{009 dt, q,Q)- 1. 


47. ф(х) = 


49. ф(х) =х --1— (Феђа, 
а) фб) 1, b) qu Qi. 


50. ф(х) = +х— (e (dt, 


х, суф) = tr 


а) феб) — 1. b) ф(х) 
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51. ф(х)-414-х | (0) (dt, фобд=1. 


52. обд=гк+2— f e (oat, 

а) фобд=1, b) фо) 2. 
53. ф(х) = 23 1 2— оса, 

8) qQG)—2. 5) феб) 2x. 


54. ф(х)=%—2х— Feat, qs e). 


55. Supongamos que К (x, /) satisface a la condición 
Goes, 1) dt dx < - оо. 
a 
Demostrar que la ecuación 
Ф() А (ко, tjo (10) dt —0 


tiene la solución única q(x)=0 para cualquier A en la 
clase L,(0, a). 
El método de las aproximaciones sucesivas puede ser aplicado 


también a la resolución de las ecuaciones integrales no lineales de 
Volterra de la forma 


yo — V FII кшш о 
о más generales 


E 
фо) Ро {РО 1, dt 6) 


para hipótesis muy amplias con respecto а las funciones F(x, t, г) 
y F(x). El problema de la resolución de la ecuación diferencial 


dy eS 
dx F0 ЮЙ, Ylx=0o=Y 
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se reduce a una ecuación del tipo (2). Al igual que en cl caso de las 

ecuaciones integrales lineales, buscaremos la solución de la ecuación (3) 

como el límite de la sucesión (q (х)}. donde. por ejemplo. qa (x) -=f (x). 
у Пов. elementos siguientes (4) Se calculan sucesivamente por la 
rmula 


PO Fond G Рах. 1. фра (dr dem 32 220. 1) 


Si f(x) y Бүх, 1, 2) son de cuadrado sumable y satisfacen a las con- 
diciones 


A ETA [7] 
LIES ШОРТ (6) 


donde las funciones о (x, 0) y n(x) son tales que en la región funda- 
mental (Us tx a) 


x) dx ~ 


а 
l farf aw, odia As, а) 


entonces la ecuación integral по li 
tiene una solución ünic 
límite de q (0. 


cal de Volterra de segunda especie (3) 
a PEL (0, а), la cual se define como el 
ando n — o 


q00— lim q, (0, 


donde las funciones ц, (х) se hallan por las fórmulas de recurrencia (4). 
Сото qu (x) se puede tomar cualquier función de Ls (0, u) (en particu- 
lar, una función continua) que cumpla la condición (6). Señalemos que 
una elección acertada de la aproximación nula puede facilitar la reso- 
lución de la ecuación integral 


Ejemplo. Resolver la ecuación integral 


ИМ 1.0) 
swf ad 


por el método de las aproximaciones sucesivas, tomando como арго- 
ximación nula: 1) qo (х) =0: 2) ф„(х) 
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Resolución. 1) Sea фо(5)--0, Entonces 


Фа (9) -1 ! хасч dt —arctg xt} arctg? х 
х 1 à 
п (arctg tx aeta e) i 
t | —À Ha —— dl аі xy arctg e+ 


2 1 
ратио xd pr aretg? x, 


EX HUI 


x 
q) =| Tas. dt аге parete x+ arctg’ x+ 


17 qe) 5 134 1 
"gir MEHR ртр aret ха gor grag аге!!! х 


arctg!* х, 


15 


Desiguando arctg x - и y comparando las expresiones de q, (x) con el 
desarrollo 


donde B, son los nümeros de Bernoulli *), se advierte que 


Чи Ө) — tg (arctg x) as 
No es dificil comprobar que la función q (x) == х es la solución de la 
ecuación integral dada. 


*) Los números de Bernoulli B,,., con indices impares son iguales 


а cero, a excepción de В, = —-у. El múmero B,=1; los números Ba, 


se delerminan por las fórmulas de recurrencia 


T S v- D. Qvo ж, 


Р El 
Ёс 


as 
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2) Sea че (х) = х. Entonces 


De este wodo, e Y es las п estacionaria (xh, 
cuyo límite es egral dada se 
obtiene de inmediato: 


MOER 


56. Resolver la ecuación integral 


por el método de las aproximacion 

57. Hallar, por el método de las aproximaciones suce- 
la segunda aproximación q, (х) де la solución де la 
ecuación integral 


eo) - 1 || 


DO t (+ 0]dt. 


58. Hallar, por el método de las aproximaciones sucesi- 
vas, la tercera aproximación ф(х) de la solución de la 
ecuación integral 


to з) ае. 


$ 5. Ecuaciones de convolución 
Sean Фа (х) y p: (х) dos funciones continuas, definidas рага x= 0. 


Se llama convolución de estas funciones a la función qa (x), que se 
define рог la igualdad 


qao SUIT (a) 


Esta función, definida para x = 0, será también continua. Si 4, (х), 44 (х) 
son funciones-objeto para la transformación de Laplace, entonces 


44-2448 (2 
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es decir, la imagen de una convolución es igual al producto de las 
imágenes de las funciones que entran en convolución (teorema del 
producto). 

Consideremos la ecuación integral de Volterra de segunda especie 


M= +K 0404, [7] 


cuyo núcleo depende sólo de la diferenc 
llamaremos ecuación integral de convolución. 

Sean / (х) у K (x) funciones derivables un número suficiente de 
veces, que рага x— се crecen en forma no más rápida que la función 
exponencial. de modo que 


11:60) 1 яс Mess, EK 00 | «с Mets. (4) 


Aplicando el método de las aproximaciones sucesivas se puede demos- 
(таг que en este caso la función q (x) también satisfará a una acota- 
ción del tipo (4): 


x—t. А la ecuación (3) la 


1e (5) e Mae. 


En consecuencia. se puede hallar la imagen según Laplace de las 
funciones f(x). K (x) v ф(х) (la cual estará definida en el semiplano 
Re pa 5 > máx (Sp, Ses 55))- 

ай 


Бо) = Р (р), ҷо) = Ф (р), KG) (р). 


Aplicando la transformación de Laplace а ambos miembros de la 
ecuación (3) y utilizando el teorema del producto, se halla que 


D (p) — F (p) - K (9) b (р). (5) 


De aquí que 


La función-objeto 4 (х) para Ф (р) será la solución de la ecuación 
integral (3) (véase [11]. 


Ejemplo. Resolver la ecuación integral 


q (1) =senx +2 || cos 04 (04 
à 


Resolución. Es sabido que 
1 


senx = 


Sea q(x) = Ф (р). Aplicando la transformación de Laplace a ambos 
miembros de la ecuación y teniendo en cuenta además cl feorema del 
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producto (de la imagen de una up se obtiene 


OA. 
De aquí que 
wo [1-52] 
о bien 
m= 


Por lo tanto, la solución de la ecuación integral dada cs 
ap (x) = хех 
Resolver las siguientes ecuaciones integrales: 


59. p =e f e (dt. 
è 

60. o (x) - x— | стр. 
à 


61. ф(х) = e | јетра. 

62. et x feh t)at. 

63. 9) cox h eos e — D dt 
64. dl farte ш. 

65. об = xi fne erat. 


66. Фф (х) = зепх + | (c— 0) (0) dt. 
à 


87. ф(х) =x — shi — te (dt. 
ф 
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68. ф(х)-41--2х--4544-1(3--6(х-0-44х-49 (04. 
à 


69. ф(х) == sha— (eh (x— tg (1) dt. 
8 

70. ф(х) =1 | ХОЛ 

71. ф(х) ех СЕТ (dt. 

72. q (X) ^ cos x їе (даг. 


La transformación de Laplace puede ser aplicada а la resolución 
de sistemas де ecuaciones integrales de Volterra del tipo 


чебд = 160 + Y [Kye dy Od Gol Raad @ 
ET 


donde K; (x) у f,() son funciones continuas conocidas que poseen 
imagen según Laplace. 

Aplicando la transformación de Laplace a ambos miembros de (6) 
se obtiene 


mí) -F; (4 D Ҝир) Фу (р) (0—1, 2... 8). e 


Este es un sistema de ecuaciones algebraicas lineales con respecto a 
Фу (р). Resolviéndolo se hallan Фу, (p). cuyas funciones-objeto serán, 
precisamente, la solución del sistema inicial de ecuaciones integrales (б). 


Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones integrales 


фа 091—2 а, „а 2 qs () di. 
NA o 
$0) | da х-0 ge dt. 
ё è 
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Resolución. Pasando a las imágenes v aplicando el teorema 
sobre la imagen de una convolución se obtiene 


iP.) mpeg + 0, 
D= др Фа (9) iz tb. (0). 


Resolviendo el sistema obtenido con respecto a (D, (p) y a @ (p), se 
lalla que 


1 1 
т ЕТ ETE 
3p4-2 вод A \ a3 i 


De (p) = 


РО Форе (il 9 pil* 


Las funciones-objeto para d^, (p) y Ф. (p) son iguales respectivamente а 
s (ху-гет5--хет 5, 


часу pe p xe pe. 


Las funciones qi (х), q (х) son la solución del sistema inicial de ecua- 
ciones integrales (8). 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones integrales: 


| «e -senx | e. (1) dt, 
à 


73. ~ 
Ф, (х) — cos x— q, (t) dt. 
D 
qi) = e + f e. (at, 
74. 2 
Ф, (0) = 1— e7^e, (dt. 
ò 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


—— 


——— ——, 


m ————— 
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eet (аи (t) dt feto, (0 dt, 
e. (9 =—x— fe 0o. уа НО (да. 
qi (x) =e* E (0 dt + Т (4) at, 
Ф. (х) = 17 feto, (t) at НО 
Ф, (№) =х 4 {ө (t) dt, 
Ф. (х) -1 ~fa Dat, 
з (х) = sen x -+ Hao Ф, (2) dt. 
Фі (х) = 1 -Їе () at, 

a (X) = cos x — 1 + fo (аг, 
Фа (X) = cos x + їе (0) de. 
Qr(x)=x4 1 + (ода, 
Ф. (х) = —х боож (t) dt, 


Фа (X) = cos x — 1— È q, (t) at. 
о 
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$ 6. Resolución de las ecuaciones 
integrodiferenciales mediante la transformación 


de Laplace 
Se llama ecuacion integrodijerencial lineal Va ecuación del tipo 
ао X) qU? (x) ay () q 7 (5) 5... рад (хуч (3) 
У (Kno чш Ро). — (0 


PROP 


Aqui as 39. а (х), FOD. К 
conocidas, y q Oes Ta función їп 
М те 
caso de 
plantean condiciones inic 


ч) Qu. q^(0) 


+5) son funciones 


1 . a diferencia del 
grales. para la función incògnita q (x) se 
es del tipo 


eq mmo oit n 


Supongamos que en (1) los voeficientes ay (х) const (0,1. 
y que Ko (х, t) А, (х) т 0,1. 5). es decir, que 
а dependen sólo de la diferencia x— de los argumentos 
irimento de la generalidad, se puede considerar que а, — 1. Entonces 
la ecuación (1) toma la forma 


Фф) (х) pai 7? Oi uy QU) E 
› 


+ YN Kn gen оа ерд. 


о { 


u~ const). (8) 


Supongamos, además, que las funciones f (x) у Ка (x) son funciones- 
objeto у que 


Го) 2 Ер), К (х) Ralp) (т--0.1,....5). 
Entonces la función q(x) tendrá tamb 
ф(х) = Ф (р). 


Apliquemos a ambos miembros de (3) la transformac 
Еп virtud del teorema sobre la imagen de la derivada, 


qU (x) = p! Ф (p) — p*-' q, 
@=0,1, 


Segün el teorema del producto, 


su imagen según Laplace 


ón de Laplace. 


a У (4) 


п). 


Ka (р)(р"Ф (p —p^-,—...—45 7] (5) 


Р 
V Ka 6099 оа 
0 


(m=0, 1, ..., 3). 


56. RESOLUCION MEDIANTE TRANSFORMACION DE LAPLACE 43 
Por esto, la ecuación (3) se transforma en la siguiente: 
Ф (р) ЕЕЕ pH K ior) =a o» (6) 
© 


donde A (p) es una función conocida de p. 

De la igualdad (6) se halla Ф(р) que es la solución operacional 
del problema (3)— (2). Hallando la función-objeto para Ф (p), se ob- 
tiene la solución «р(х) de la ecuación integrodiferencial (3), que satis- 
face a las condiciones iniciales (2). 


Ejemplo. Resolver la ecuación integrodiferencial 


со) [esde di | O dies, 0) 
è è 


Ф(0)=' (0) — 0. (8) 
Resolución. Sea ф(х): D (p). En virtud de (8), 
@Ф' (х) = РФ (р), 


q^ (х) = p*o (р). 


Por esto, luego de aplicar la transformación de Laplace, la ecuación 
(7) toma la forma 


” 1 
pb (о) P bp 3 [7 
о bien * үй. 
omet 
De (10) se halla que 
Ф) ту хех — ex +1. 


Por consecuencia, la solución y (x) de la ecuación integrodiferencial (7), 
que satisface a las condiciones iniciales (8), se determina por la 
igualdad 

q (x) =xex—ex+l. 


Resolver las siguientes ecuaciones integrodiferenciales: 


80. q^ (х) + eoo фу (1) dt = es; «р (0) —0, p (0) = 1. 
ò 


81. e Q)—€()-- V 2— 09 (да — V ф()а — x; 
è 5 
ф(0)----1, 
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82. g” (х) — 2€ (х) + ф(х)--2 { cos (s— 0 q" (0) dt + 
E 2j sen (x — 1) ф' (1) di = cos x; q(0) = ф' (0) = 0. 
83. q^ (0-38 00 409- 04104 
ТЕТТЕ «€ (0) = q" (0) = 0. 


84. q” Q) H- € (x) + f sh (х--0) ф() dt + 


ё 


+ еһ(х—)Ф' () dt =ch x; «р (0) = ф' (0) = 0. 


85. 9" (x) i-e 00 + | 5һ(х—4)ф (0) dt + 


+$еһ(х—)Ф' (4 =сһх; Ф(0)——1, g (0) 1. 
8 


$ 7. Ecuaciones integrales de Volterra con límites (x, + со) 


Las ecuaciones integrales del tipo 
чед=тод+ К (—10 q (0) dt. о) 


que surgen en varios problemas de la física, pueden ser resueltas tam- 
bién mediante la transformación de Laplace. Para esto, establezcamos 
el teorema de la convolución para las expresiones 


кс-0 «at. о 
Es conocido que para la transformación de Fourier 


si авом оа узом, 9) 
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donde G (A). Y (А) son las transformaciones de Fourier de las funciones 
Цэл) Y (x), respectivamente. 

ашато5 g(x) = К. (x). es decir, 
0. хэд, 
K(x), x«0 

= 21900, х>0, 
ЕСЕНИН 


Entonces (3) toma la forma 


geo { 
“4 


m 
$ | | Kehon at |-узак- Оба у © 


(aquí y еп lo sucesivo, los índices $ o .£ indican que se toma la 
imagen de la función según Fourier o Laplace, respectivamente). 
ara pasar de la transformación de Fourier а la de Laplace, 
obsérvese que 
F у (р)= V ЗАДРА Gp. (в) 
Por consiguiente, de (5) y (6) se halla que 
(коон | ҮК. algos бу. o 


Expresemos ahora [Y 2x K- “plg mediante la transformación de 
Laplace: 


[Илк (А = ї К (х)е-Рх ах = [ K (— x) e?* dx. 
R5 i 
Haciendo К (— х) = 2 (x), se obtiene 
[V 33 K- Gp] s. 8 eo ne KC aede, 
De este modo, 1 
НИЙ Х2У2 [2] 
Volvamos a 1а ecuación integral (1). Aplicando 1а transformación 


de Laplace a ambos miembros de (1), se obtiene 


Ф (р) — Е (p) - 9€ (— p) Ф (р) (9 
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(el índice £ se ha omitido), o bien 
F (p) 


Ф (р) psi) (10) 
donde 
90-р) = | Kerr dx. an 
à 
La función 
узба 
ою E ерхар (12) 
е (—р) 


D 
es una solución particular de la ecuación integral (1). Obsérvese que 
риа que la solución (9) 6 (12) tenga sentido es necesario que las 


Mn та en que Y (— p) y F (p) son analiticas, tengan puntos comunes 
ase 


Ejemplo. Resolver la ecuación integral 


o) x бетю) at. (13) 
у 
Resolución. En el caso dado f (а) 9x, К(ху—е?х. Por esto 
Fek S po | ems ers ds- PE Rep<2 
цагг g k КЕР 
® 


De este modo, obtenemos la siguiente ecuación operacional: 


1 
00-5 
de forma que 
Ф (р) = (14) 
De aquí se obtiene 
p^ 
1 -2 
80-52 d ру" Өсү«э, (15) 


integral (15) puede ser calculada por la fórmula integral de Cauchy. 
La función subintegral tiene un polo doble р-=0 y uno simple, p— 1. 

> 1; esto está ligado con la inclusión o no en 
la solución de la ecuación (13) de las soluciones de la ecuación homo- 
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génea correspondiente 
g= | e-h q qo at. 
Hallemos los residuos de la función subintegral en sus polos: 
р? p—2 ) 
pi ерх) охра, res [Por ) еж, 
im (ређе) ен. m (рат 


Por lo tanto, la solución de la ecuación integral (13) ез ф(х) = 
=2x-+-1-+Ce* (C es una constante arbitraria). 


Resolver las ecuaciones integrales: 


86. p(x)=e* + | (D dt. 


87. ф(х) - e7* + Vete (tdt. 


Ё 


88. ф(х) = cos x+ est q (1) de. 


89. ф(х)-1-- (ем ^e(t)dt: (2> 0). 


Ё 


5 8. Ecuaciones integrales de Volterra 
de primera especie 


Sea dada una ecuación integral de Volterra de primera especie 


x 
| ко, Demi. — 0-0. 
à 


donde ф(х) es la función incógnit 


Supongamos que К (x, t), жо, Го) y РӨ) son continuas 


рага 0 «zx «xa, 021 «x x. Derivando ambos miembros de (1) respecto 
а x, se obtiene 


ке, aec шэн 2 o (at — 1 (9. 2) 
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Cualquier solución q(x), continua para OS ru de la ecuaci 
satisface también, evidentemente, а la ecuación (2). Reciproc: 
cualquier solución continua para 0 «zx — a de la ecuación (2) 
asimismo a la ecuación (1). 

Si K (x. x) no se anula en 
tal (0, ај, la ecu 


gún punto del intervalo fundamen- 
ión (2) puede escribirse asi 


PRL 
-(5 


160 ош, о 


es decir, ésta se reduce а una ecuac e Volterra de segunda 
especie, que ya fue considerada más arriba (vease 191) 

Si K(x. X) 0, а veces resulta útil deriv nuevamente la ecua- 
ción (2) con respecto a x, etc. 


Observación. Si Кх, x) se anula en cierto punto x€ 10, ul, 
por ejemplo, en el punto x Ó, la ecuación (3) adquiere propiedades 
peculiares, completamente diferentes de las ecuaciones de segunda 
especie. (Tales ecuaciones fueron llamadas por Picard ecuaciones de 
tercera especie.) Aqui surgen complicaciones semejantes а las que su 
len tener lugar cuando el coeficiente de la derivada de mayor grado 
se anula en шаа ecuación diferencial lineal. 


Ejemplo. Resolver la ecuación integral 


: 
{ cos x — 0 (040 = u) 


Resolución. Las funciones f(x) =x, K (x, t) cos (0—0) 
satisfacen a las condiciones de continuidad y derivabilidad formuladas 
más arriba. 

Derivando ambos miembros de (4) con respecto a x, se obtiene 


еб) cos 0— È sen (— 0 (0 de 1 
à 
о bien 


Фо) sen — 0 c) de. 6) 
è 


La ecuación (5) es una ecuación 
convolución. 
Aplicando la transformación de Laplace se halla su solución: 


Перта] de segunda especie de tipo 


abu. 
Фидер uuo. 
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de donde 


La función Фот será la solución de la ecuación (5) y, por lo 


tanto, también de la ecuación (4), lo cual puede comprobarse con 
facilidad por sustitución directa. 


Resolver las siguientes ecuaciones integrales de primera 
especie, reduciéndolas previamente a ecuaciones integrales 
de segunda especie: 


А 
90. f e*-tq (0) dt = sen х, 
è 


91. f as7tq (dt — x. 


92. Y ar7tq(t)dt = f (х), 1(0)--0. 


93. {лг уф)! = 7. 


My Өвгөн е 


Я 
94. $ (2-31 — t) p (6) dt = x°. 
à 


95. | sen(x — t) q (1) dt = e2 — 
à 


$ 9. Integrales de Euler 


Se llama función Gamma, o integral де Euler de segunda especie 
a la función I (x), que se define por la igualdad 
E (x) = f ect ts-t dt, 0) 


donde x es un nümero complejo arbitrario, Re x > 0. Рага х= 1 se 
obtiene 


гр f e~d =1. 12) 
è 
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Integrando por partes, de la igualdad (1) hallamos que 


r [dE 


TG 
35. o 
Esta igualdad expresa la propiedad fundamental de la función Gamma: 
г) aT (x). (4 
Aplicando (2), se obtiene 
г (2) =P (141 =1-P()=1 


Г(8)--Г(2--1)-42-Г (2) -2, 
F(4)—F (34-1) —3-T (3) —31, 
y, en general, para un valor л entero positivo 
T (n) = (0—1). (5) 

Es conocido que 

= - 

lese YS 

o 


Haciendo x=1'/* en esta igualdad se halla que 
= 1 
124 E 
fon? шеуа. 
è 
Teniendo en cuenta la expresión (1) para la función Gamma, la última 
igualdad se escribe así: 
Л _ 
г(фј- у: 


De aquí y aplicando la propiedad fundamental de la función Gamma, 
expresada por la igualdad (4), se halla que 


M CE ICAA 
TE 
‚(5 3 822 
ї (5)-3 г (2)-5 Vx, etc. 
En general, como es fácil comprobar. tiene lugar la igualdad 


г(а++ ме Bis a (6) 


(n es un entero positivo). 

Conociendo el valor de la función Gamma para cierto valor de 
argumento, se puede calcular, partiendo de la igualdad (3), el valor 
de esta función para el argumento disminuido en una unidad. Por 
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ejemplo: 


r(3)-1vx 


Por esto 


5 8 — 
r( 5)- VT eto. 
No es dificil. comprobar que Г.(0)-- "IW A 
Hemos definido más arriba Г (х) ра: . El método cálculo 
de Ts) que acabamos de indicar permite, prolongar esta, función al 
semiplano izquierdo, donde Г(х) está definida en todas partes, 
a excepción de los puntos x= л (л es un entero positivo y 0). 
lemos además las siguientes relaciones: 


гога). о 
T(9r (=+ g)een r (29, (9) 


en general 


n 


Pr (e +) г (и 2). (»+ = "= (aa) * 


(teorema del producto de Gauss у Legendre). 
La función Gamma fue definida por Weierstrass mediante la 


ecuación 
Рт. М 
==, 00) 


П 
aT ras) 


Y "тт! 
ri" B is 
donde i á i 
Y Pow (1+ *gt-e + = тил) = 057721... 


at 
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es la constante de Euler. De la igualdad (10) se ve que la función 
T (2) es analítica en todas partes, salvo еп los puntos 2-40, 2=—1, 
2——2, donde tiene polos simples. 

Citemos también la fórmula de Euler, que se obtiene de (10): 


re! Bu (à. 


Esta tiene lugar en todas partes, a excepción de los puntos z=0, 
z=— l, z=— 2, 


96. Demostrar que T” (1) = — y. 
97. Demostrar que para Re z > 0 


гг) - f (in +) ах. 


i 
98. Demostrar que 


99. Demostrar que 


Г(2)- 


Introduzcamos la integra! de Euler de primera especie B (p. q), 
Mamada función Beta: 


1 


B (p. дуг art amet dx (Re p>0, Req»0). — (12) 
à 


Tiene lugar la siguiente igualdad, que liga las integrales de Euler de 
primera y de segunda especie: 


Bip, o) - E49 60 


Toto um 
100. Demostrar que 
B(p. 4) — B (9. p). 
101. Demostrar que 
B(p, 4)--8(р--1, 9) - B(p. 9 1-1). 
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102. Demostrar que 


Bip+1, ф=ЕВ(р. 9-1). 
103. Demostrar que 


А 
f a aeri art dx анг В (р, 9). 
a 


104. Calcular la integral 


7 
1 -1 cos”71 x.sen^^! хіх (Rem > 0, Кел > 0). 
ò 


§ 10. Problema de Abel. Ecuación integral 
de Abel y sus generalizaciones 
Un punto material se mueve bajo la acción de la fuerza de la 
avedad en un plano vertical (E, m) por cierta curva. Se pide 


lelerminar esta curva de modo que el punto material, que comienza 
su movimiento sin velocidad inicial en el punto de la curva de 


? 


Fig. 1. 


ordenada x, alcance el eje E al cabo de un tiempo f= f; (х), donde 
Ћ (х) es una función dada (Jig. 1). 

La magnitud absoluta de la velocidad del punto en movimiento 
es v= V 2g (x— ту). Denotemos por В el ángulo de inclinación de la 
langente respecto al eje &. Entonces tendremos 


4n... V 3g(x—) sen B. 
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De aqui que 
de 


а= і. 
V 2g 0—1) зеп В 


Integrando desde O hasta x у denotando жп} — q(m) se obtiene la 
ecuación de Abel: 


— Y 2gf (9. 


Designando — V 2g f, (x) рог f (x), se obtiene definitivamente 


А 
[EL aro. а) 
i 1 


donde (х) es la función incógnita, y f(x) es una función dada. 
Hallando q(w) se puede escribir la ecuación de la curva. En efecto, 


1 
LAU LITT 


зар" 
de donde 
n=0 (В). 
Ahora 
= 2 ® (ap 
&=шр 7р, 
de donde 


у, por consecuencia, la curva buscada se determina рог las ecuaciones 


paramétricas 
i-o. 
iced] o 


De este modo, el problema de Abel se reduce a la resolución de 
una ecuación integral del tipo 


Ш) K х, 0o (dt 


con el núcleo K (x, £), la función f (x) dados у la función incógnita 
(х), es decir, a la resolución de una ecuación integral de Volterra 
le primera especie. 
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Se llama también ecuación de Ab.l a la ecuación un tanto más 
general: 


(10) 
GIF 


а = Ро @ 


donde a es una constante, 0 <a < 1 (ecuación generalizada de Abel). 
Consideraremos que la función f(x) tiene derivada continua en cierto 
1 


segmento (0, ај. Obsérvese que para æ 2= =>. el núcleo de la ecuación 


(9) по es de cuadrado integrable, es decir, no es una función de Ls. 
Si embargo, la ecuación (3) tiene solución, la cual puede ser hallada 
de la siguiente manera. 

Supongamos que existe una solución de ecuación (3). Sus- 
tituyendo en la ecuación x por 5, multiplicando ambos miembros 


de la igualdad obtenida por 


ses e integrando respecto a s desde 
0 hasta x se obtiene: 


[zm 


x А А 
б а 90 ае TO) 
fa = а) [rae а 4% 9 


Cambiando el orden de integración en el primer miembro, se tiene 


ds. 


E Jes tes © 
donde 
$ 
Fe) 96. ®© 
3 


Hagamos la sustitución s=!-+y (x—1) en la integral interior: 


x 1 
( ds E dy 
пази У 1—0 


Entonces, de la ecuación (5) se obtiene 
x 
їе ба nr (0), 


$ 
о bien 


етая pep залу Ре д 
pw ројева (| Меј. 0 
E 
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De esta manera, la solución ünica de la ecuación (3) se da por la fór- 
mula (7). la cual, mediante la integración por partes, puede ser escrita 
también en la forma 


(8) 


Esta solución liene sentido fisico sólo еп el caso en que sea no 


menor que | en valor absoluto ( puesto que e) — ) 3 


Demostremos que, en el caso en que f (x) = С —const, la solución 
del problema de Abel es una cicloide. (Problema de la tautócrona: 
hallar una curva fal. que una particula pesada que se deslice sin roza- 
miento por ella alcance su posición más baja al cabo de un mismo 
tiempo, independientemente de su posición inicial). En este caso 


« +. Por lo tanto, segün !а fórmula (8) 


ve) 
Por esto 

sen б = aya " 
de donde 
Ahora 


C? 2sen В cos f 


up he 
c: 


ei ( 123 sen 28) Cs. 


E (I+ cos 28) dp, 


Definitivamente: 
_ сз Mae 
Беса ( ВУ зеп 28 ) +C, 
c 
N= gas (1 — cos 28) 
(ecuaciones paramétricas de la cicloide). 


105. Demostrar que, en el caso en que / (х) = CV x, 
las soluciones del problema de Abel serán rectas. 
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Resolver las ecuaciones integrales siguientes: 


TI 
w= 


106. 


(0<a< 1). 


Росо Yo). 


Aquí la región D es un triángulo rectángulo isósceles con 
hipotenusa en el eje OX y vértice en el punto (хо. Ио). 


Consideremos la ecuación integral (véase [10]) 
{а-о (9) 


(42-0, B >—1 es real), que es, en cierto sentido, una generalización 
ulterior de la ecuación de Abel (3). 

Multipliquemos ambos miembros de (9) рог (г—х)* (и >—1) 
e integrenios respecto a x desde 0 hasta z: 


in 


тэглэ dx= (а (z—xy'dx. (10) 
è è 


Haciendo x— pz en el segundo miembro de (10), se obtiene 
z : 

1 (e—a) гэнээ 
è 


P (pP dp t1 В (А-1, ђе 


A UED @+и+1>%>з0. (1) 


s CAPITULO 1. ECUACIONES INTEGRALES DE VOLTERRA 


Cambiando el orden de int-gración en el primer miembro de (10) 
se obtiene 


1 8! EY &— tq (dO) de- (C eo e mae) q qat. 
Цаг Ж. 
02) 
Hagamos en la integral interior del segundo miembro de (12) 
х=й piz—1) 
Entonces. 


р7(1--ру dp = 


{еу (=r? dx -(2г—у t? 
i 


TB CDU D 
гр 
Teniendo en cuenta (11), (12), (13), de la igualdad (10) se halla 


(e BB и 0 (ora, (13) 


FQ) уув 
ФЕ 09 


few тээл а (да = 


Escojamos jr de modo que pp 
вайхо. Entonces de (14) tendre 


=n sea un número entero по nes 


гун а m TALI S ла 
Ma T5) Gc tet Л a 
o bien 
Р E r+!) бей 
1 OA O rpm" 9 a5 


Derivando ambos miembros de (15) n+] veces respecto а z, se 
obtiene 


ов) OE G-En—B) Q-n—8— 1)... B) хэлд 


TOFD Aa BT ын 
о para Àh—p43-k #0(k=0, 1, .... п) 
Ф (2) TÀ r1 es, (17) 


ГОГА p 


Esta es precisamente la solución de la ecuación integral (9). 

| vese que, si la magnitud A—B— 1 es igual a un entero nega- 
tivo, entonces se obtiene q(z)—0. En este caso la ecuación (9) no 
admite solución en la clase de las f comunes. Su solución es 
una función generalizada (véase la рај 
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Ejemplo. Resolver la ecuación integral 
Ya—090 dt ==. 


Resolución. En este caso P=1, Х=>2. Сото A—f--k #0 
(8--0, 1, 2, ..., n), entonces, según la fórmula (17), 


ra 
rara) 


Resolver las ecuaciones integrales: 


xi-1-123, 


Фо) 


11. бо pdi 2, 


112. (х=) 9 () dl = nx. 


из. [AO (dt mi. 


y 
114. S — ne () а=. 


115. $ Ф (1) dí =cosx—1 +%. 


$ 11. Ecuaciones integrales de Volterra de primera 
especie de convolución 


La ecuación integral de primera especie 
{коо 50d 700, Ш 
è 


cuyo núcleo K (x, t) depende sólo de la diferencia x—1 de los argu- 
mentos, la llamaremos ecuación integral de primera especie de convo- 
lución. 

A esta clase de ecuaciones pertenece, por ejemplo, la ecuación 
generalizada de Abel. 

Consideremos un problema que nos llevará a una ecuación inte- 
gral de Volterra de convolución. 

Опа casa de comercio compra y vende distintas mercancías. Se 
supone que: 
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1) la compra y la venta son procesos continuos y las mercancías 
compradas se ponen a la venta de inmediato; 

2) la casa adquiere cada nueva remesa de cualquier mercancia en 
una cantidad que puede ser vendida durante un intervalo de tiempo 
T, que es el misma para todas las compras; 

3) cada nueva remesa de mercancías se vende uniformemente du- 
rante el tiempo Т. 

La casa comienza la venta de una nueva remesa de mercancias 
cuyo costo total es igual a la unidad. Se pide hallar la ley 4 (0), 
según la cual. la casa debe efectuar las compras de modo que el costo 
de las mercancias que en existencia se mantenga constante, 


Resolución Supongamos que el costo de las mercancías ini- 
ciales, que quedan en el momento £, es igual a A (0), donde 


(T, 


EST: 


Supongamos que en el 


lo de tiempo entre Y y t-+dr se 
compran mercancias por e y (1) dr. Esta reserva disminuye 
а causa de la venta, de modo que el costo del resto en el momento 
1 от ех igual a Кт) (х) ат. Por esto, el costo de la parte de 
las mercancías no vendidas, adquiridas mediante las compras, en cual- 
quier momento 0 será igual а 


: 
{ки mer. 


De еме modo, y (0) debe satisfacer а la eci 
t 
1—K (= {Куч (04. 


ación integral 


Hemos obtenido una ecuación integral de Volterra de primera 
especie de convolución. 
Supongamos que f (x) y K (4) son funciones-objeto. y sean 


Ко) = Кр), 46). Фр). 


Aplicando la transformación de Laplace mbos miembros de la 
ecuación (1) y utilizando el teorema de la convolución tendremos 


R (р)-Ф (р) = F (p), 0) 


de donde 


Ф (о) (K (p) + 0). (3) 


La función-objelo Ф (х) рага la función «Ф (р), determinada рог la 
ара 9 dh ер de la etusción Баг ар” 
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Ejemplo. Resolver la ecuación integral 
fete (0 dt - 
è 


Resolución. Aplicando la transformación de Laplace a ambos 
miembros de (4) se obtiene: 


a 


e 
de donde 


La función Ф (х) - 1-—x es la solución de la ecuación (4). 


Resolver las ecuaciones integrales: 


Р 

116. | cos (x—£) q (f) dl — sen х, 
à 

117. [ep dt — sh x. 


$ 


y П 
118. $t р() 4 = 
è 


119. Ç -h (D) dt = sen x. 
è 


120. [es фа = 
è 


121, {соз (х t) q (£) dt = x sen x. 
3 
122. È sh (х--0) q (f) dt хте. 


123. | Jo (xi) p (dt - sen x. 


124. { chix— t0 e (t) dt =x. 


| 
| 
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" 
125. ( cos (x — t) (1) dt 
è 


126. {е 


уфа ==. 


a 
127. { (x3 — Axt 
| 


1: 


128. Q2—Axt Зе) (0) dt 


129. | (х--20) « 0) di 


Observación. Si K(x, x) —K (0) 7 0, la ecuación (1) tiene 
con seguridad, solución. En el problema 122 el núcleo K (x, f) es 
idénticamente nulo рага # — x, pero. de todos los modos, existe solu- 
ción de esta ecuación. 

Como fue indica 
tencia de una soluc 


ya más arriba, la condición necesaria de exis- 
ma de una ecuación integral del tipo 


(ete 
(n—D 


4 0G) dt = f (x), (6) 

ò 
consiste en que la función f(x) tenga derivadas continuas hasta de 
n-ésimo grado inclusive, y que todas sus п —1 primeras derivadas se 
anulen para x 0. 

Esta ecuación “modelo” (6) indica que es necesaria una concor- 
dancia de los órdenes de anulación del núcleo para (=x y del se- 
gundo miembro f(x) para х--0 (el del segundo miembro debe ser su- 
perior por lo menos en 1). 

Consideremos la ecuación integral 


{ AND GU) dt =x. m 
è 


Aqui f (х) = х, n—2. Es evidente que f (х) tiene derivadas de todos 
los órdenes, pero su derivada primera /'(x)— 500, es decir, la con- 
dición necesaria no se cumple. 

Aplicando formaimente a ambos miembros de la ecuación (7) la 
transformación de Laplace, se obi 
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de donde 
Ф(р)=1. 


Esta ез la imagen de la función ô (x). 
Recuérdese que 


m es un entero = 0. 

ión De este modo, la solución de la ecuación integral (7) es la fun- 

ción 
ф(х) = ӧ (х). 


Esto puede comprobarse por verificación directa, si se tiene en cuenta 
que la convolución de la función 6 con cualquier función g(x), deri- 
vable un número suficiente de veces, se define asi: 


g(x)» б (х) mg l), 
590 (x) ж g (x) — g^? (x) k=l, 2, . 


En efecto, en nuestro caso g(x) - К (x) =x, y 


V Kas (Ndr Kex. 
à 


De este modo, la зойх 


п de la ecuación (7) existe, pero ya en 
la clase de funciones gener: 


Resolver las ecuaciones integrales: 


130. | (х— ређа = +х—1. 
à 

131. ((е— 0,0 (tdt = sen x. 
р 

132. [IP e (dt — x ә. 
à 


133. | sen(x— e (n) dt — x1. 
ё 


1 
134. | sen (x— 0) (0) dt — 1— cos x. 
è 
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пара ecuaciones integrales de primera especie con núcleo logarít- 
mico 


|е(0шк-040-100,1(0)-0, 6) 
è 


también pueden ser resueltas mediante la transformación де Laplace. 
Es sabido que 


D (Revo). (9) 
Derivemos la fórmula (9) con respecto ау: 


РРС 


anii to. 


BU tg 
o bien 
[ dT (s 4-1) 
" TD dy 19 
жїл ЕТЕ EE |. (10) 
Рага y=0 зе liene (véase la pág. 51) 
шон —y. que es la constante de Euler, 
y la fórmula (10) toma 1а forma 
шал (уір) met. ар 
Sean 4 (5) == Ф (p), f (х) == F (p). Aplicando la transformación de 
Laplace a ambos miembros dë (8) у utilizando la fórmula (11) se ob- 
ene 
р) PETI F (p), 
de donde 
e Г ug 
Escribamos Ф (p) en la forma 
PEO) ГО) 
90) — рар) e 
Como / (0) —0, se tiene 
p*F (p) —f' (0) (14) 


Volvamos a la fórmula (9), -esci 


e» 
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Integrando ambos miembros de (9) respecto а у, desde O hasta c, 
se obtiene 


Т х t йу __1 
Fr JpUV plup^ 
V è 
Segün el teorema de semejanza, 
1 1 


| 


Si hacemos ael, se obtiene 


nS »' 


Apliquemos la igualdad (13). En virtud de (15) 


(у) У ma» pnp тта)" 


(15) 


| (0) 
pünp! 


Teniendo en cuenta (14) y ( el primer sumando del segundo miem- 
bro de (13) se puede considerar como el producto de dos imágenes. 
Para hallar su función-objeto utilicemos el teorema sobre la convo- 


lución: 
ANTI 
) men D 


De еме modo, la solucion y (x) de la ecuación integral (8) tendrá la 
lorma 
“ЭЭ: 22 


/ N “р 
se - (7 ei TTD. ылан о {тетте 


ante de Euler). 
ular, para / (x) —x se obtiene 


El teorema sohre la convolución puede ser aplicado también a la 
resolución de ecuaciones integrales no lineales de Volterra de la forma 


eG) FO) fa O g (6—10 de Т] 
o 
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Sean 
ф(х) == 0 FSF. 
Entonces, en virtud de la ecuación (16), 


Ф (p) = F (p) HAD? (р), 
de donde 


om 4 3 


La función-objeto para Ф (р), si ésta existe, será la solución de 
la ecuación integral (16). 


Ejemplo. Resolver la ecuación integral 


n рро). ат) 
р 


Resolución. Зову (x)= (p). Aplicando a ambos miembros 
de (17) la transtormación de Laplace se obtiene 


de donde 


Las funciones qu (х) =x, qs (х) = —х serán soluciones de la ecuación 
(17) (la solución de la ecuación (17) no es única). 
Resolver las ecuaciones integrales siguientes: 


135. 2009--| 9 (1) Ф (x—1) dt — sen x. 


ò 


136. Ф0)-4|9(0ф(к-04- shx. 
[ 


CAPITULO II 
ECUACIONES INTEGRALES DE FREDHOLM 


$ 12. Ecuaciones de Fredholm de segunda especie. 
Conceptos fundamentales 


Se llama ecuación integral lineal de Fredholm de segunda especie 
а una ecuación del tipo 


o 
чол {ко бта =), 


donde q(x) es la función incógnita; K(x, t) y f(x) son funciones 
conoeidas; x y f son variables reales, que varian en el intervalo 
(a, b); À es un factor numérico. 
La función K (х, 1) se denomina núcleo de la ecuación integral (1): 
se supone que el núcleo K(x, t) está definido en el cuadrado 
Q (as x«b. aa tab} en el plano (х, £) y es continuo en Q, o bien 
sus discontinuidades son tales, que la integral doble 
m 
{ (тке, 01244 
НЕ 

tiene un valor finito. 


5400) 460, la ecuación (1) se Пата mo homogénea; si, en cam- 
bio, f(x) 230, la ecuación (1) toma la forma 


b 
Фоа | ко, 0ф(04(-0 @) 


y se denomina homogénea. 
Los limites de integración a y b en las ecuaciones (1) y (2) pue- 
den ser finitos o infinitos. 
Se llama solución de las ecuaciones int 
función p(x) que, al ser sustituida en di 
a identidades con respecto a x € (a, 5). 


les (1) y (2) а cualquier 
8 ecuaciones, las reduce 


Ejemplo. Demostrar que la función o= sen E es la solue 
ción de la ecuación integral de Fredholm 


М 
owi je. 9(04:-4-, 


s 
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cuyo núcleo tiene la forma 
28-0 осе. 
K (x, ђ= ПО P 
cx mm fex«l. 


Resolución. Escribamos el primer miembro de la ecuación 
en la forma 


à 
IIS 


59 
х 


=p- Du с. пода + je. өвөө» 


х 
л {0 teo ETCEN | 

фе(б)—= (| —4— (0 dt4- | —— q(0dt 1 
4 d 2 ) 2 

П 


А 
> | оа 4 EL 20004) A 


=тю—5- 


Sustituyendo la función sen ZE en lugar de q(x) en la expresión 
obtenida, tendremos 


4 at 

еқ | sen => 

sen 700) —у x 
è 
EE 

=зеп 25—22 le-»(- cos 
+e E 

De este modo se obtiene = * lo que significa, según la defi- 


njoión, que 9G) sen EE es solución de la ecuación integral dada. 


Verificar cuáles de las’ funciones dadas son soluciones 
de las ecuaciones integrales indicadas. 
1 


137. ф(х) 21, ф(х) Vx (e*t — 1) e) dt — e5— x. 
à 


138. 


139. 


140. 


141. 


142. 


143. 


144. 


145. 


traria, 
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2 
обд=е (2—3). 


| 
ф(ху+2{е*-'ф (dt = 2хех. 
H 


ф()-1-238Х, et) feos neat. 
таас 
5 | 
% 


А 
фо) Vx, фбд— (К. De) dt 5088/72 —7), 


1659, Ocxe«t, 
K(x, ђе 


18-29 шуш. 


ф(х) =“, ф (х) +% | зеп ліф (dt = 1. 


è 
ф(х) —vos x, ew- | (а 1-4) cos ёф (t) dt == sen x. 
в 


ф 00 = xe7*, ф(х)--4 [erp di (0—10) ет. 
č 


Р 
ф(х) = соз 2х, ф(х)--3 | K (x, 1) e (f) dl = cos x, 
г 


т эииаоослгад 
05054 зайсовх, («хє л. 


ф(х) = 2©-зепх, donde C es una constante arbi- 


Фо) —4 sen g (f) dt =0. 
E 
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8 13. Método de los determinantes de Fredholm 


La solución de la ecuación de Fredholm de segunda especie 
b 
pA | KG. DG (0) dt =f (x) (1) 
viene dada por 1а fórmula 


» 
2 [7 


donde la función Ё (х, f; A), llamada resoluente de Fredholm de la 
ecuación (1), se define por la igualdad 

D(x, t; А 

bm a [9] 


con la condición de que D(A)%0. Aquí D(x, fi A) y D(A) son 
series de potencias de 2: 


R(x, t; Арь 


E 
ро, t еко, 0+ У CD B, (e, дэл, о) 
йн 
одн + У C epo, © 
et 


cuyos coeficientes se determinan por las fórmulas 


K (x, DK (x, һзу... KG, ta) 
b e| KG OK (tas t) a.. 17187) 
Bats D |... | -K (n tn) [а dtu (6) 


Ж MM A a 
ын Л КЕСҮҮ PoS KeS deut 


+ Ки, DK ss ш)... K (ns tn) 


siendo 
В, (х, t)=K (x. ЫН 
K (s К КБ) 
BO ка tK (ta, 44... Kilo. tn) 
Ca {..: IK ss OK s ta) e Ks D) | dh ... Фа 0) 
г са 


5 1К( I) K os ta) + Kbs tn) 


La función D(x, t; A) se llama menor de Fredholm, у D(A), 
delerminante de Fredholm. En el caso en que el núcleo К (x, f) sea 
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acotado o que la integral 


воле 


П 
| K? (x, b ax at 


tenga un valor finito, las series (4) y (5) serán convergentes para todo 

valor de A у, por lo tanto, serán funciones analíticas enteras de А. 
La resolvente 

3 р(х, t; 2) 

R (x, t; А) == 


es una función analítica de A, a excepción de los valores de A que 
anulan la función D(A) Los últimos son polos de la resolvente 
R(x, t; A) 


Ejemplo. Hallar, mediante los determinantes de Fredholm, 
la resolvente del núcleo К (x, f)=xe'; a=0, b=1. 


Resolución. Tenemos B, (x, t) =xe!. A continuación 


dt, — 


В, (х. ө-1 
5 


хеб xe 
ће ће" 


21 5 t, z 

phre! хеп xe 

В, (х, 0) = || пе! бе" бе (dt, dts 
Jd) [tel tu tel 


guess que los determinantes bajo el signo integral son iguales a cero. 
s evidente que también todas las ulteriores B, (х, 1)=0. Hallemos 
los coeficientes Су 


° 
су- È K (h. tdt f hen at t, 


Es evidente también que todos los siguientes С, = 0. 
Segün las fórmulas (4) y (5), en nuestro caso tenemos 


р(х, t; )K(x, =x; DQ)-—1—A. 
De este modo, 


D(x, 
D 


хе! 


В (х, t; Xo 
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шон el resultado obtenido a la resolución de la ecuación in- 
ф(х) А Ї xeíg(t)dt = (x) (MD. 
Según la dérmua Qj À 
à 
qt) под x $E rn dt. 
2 


En particular, para f(x) =e-* se obtiene 


то) е 


Hallar, aplicando los determinantes de Fredholm, las 
resolventes de los siguientes nücleos: 


146. K (x, 1) = 2x —t осхеал. 0<1<1. 
147. K (x, t) =x% xt; осхеа!, 0о<:<1. 
148. K(x. f) —senxcost; — Üccx«2x, «t n. 


149. K (x, 0) —senx— sent; 0<x<2x,  0- «c 2n. 


El cálculo de los coeficientes B, (x. 0 y C, de las series (4) y 
(5) por las fórmulas (6) y (7) es prácticamente posible sólo em casos 
muy raros, pero de estas fórmulas se obtienen las siguientes relaciones 
de recurrencia: 


b 
B, (х, OQ) CK х, ya Ко. 3) Ва-1 (5. 1) ds, (8) 
Н 


^ 
С, { В,-16, 945. [7] 


Sabiendo que los coeficientes Cy=1 у Ву (х, t) = К (x, t), por las 
fórmulas (9) y (8) se hallan sucesivamente Ci, B (х, f), Са, Bi (x. £), 
з, cte. 


Ejemplo. Hallar, aplicando las fórmulas (8) y (9), la resolvente 
del núcleo K (x, 1) = х— 21, donde 0«сх < l, 001. 


Res olu c 16 n. Tenemos С, = 1, Bo (x. 1) = х— 21. Aplicando la fór- 
mula (9) se halla 
: 
1 
с-1 (794 —— 3. 
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Рог la tórmula (8) se obtiene 


Bits, ђе 2 


: 
—( 0-2 620 ds — EA A 
ё 


Ahora tendremos 


4 
Bi. = —2 f e2) (—s—t+ 21+) ds=0, 
Б 


2 


Суз у.н -0, В, (х, t)= В, (х, )=...=0 


Por consiguiente 


pit E De nosmet ia S). 


La resolvente del núcleo dado será 


х—2 
ва 1; 2) 


(er 1—oxt— 


Aplicando las fórmulas de recurrencias (8) y (9), hallar 
las resolventes de los núcleos Siguientes 


150. К (x, —I«t«l. 
151. K (x. 0<t=l. 
152. K (v. ок. 
153. K (x. 0<t=<l. 
154. K(x, tj зеп (х Oi Qs m2n. 
155. K (x, D) -x—shf; —)1«xxl —I<t<l. 


Aplicando la resolvente, resolver las siguientes ecuacio- 
nes integrales: 
E 


156. q (х) —2 Vsen (x 0 (df =1 


157. Ф(0—7 16 
è 


CAPITULO П. ECUACIONES INTEGRALES DE FREDHOLM 


74 
ал 
158. q (x) — | sen x cos£q (t)dt = cos 2x. 
: 
159. ф(х) + Veo (tdt = 
à 
160. Фф (x) —* | (4xt —x2) (0) dt 
5 
$ 14. Núcleos iterados. Construcción de la resolvente 
mediante los nücleos iterados 
Sea dada la ecuación integral de Fredholm 
М 
q00—2 C Ke 04(046-109. 0) 
à 
Сото en el caso de las ecuaciones de Volterra, la ecuación integral 
(1) puede resolverse por el método de las aproximaciones sucesivas. 
Para esto, hagamos 
(2) 


еб) = о) Х 004, 
E 


donde ф, (x) se determinan mediante las fórmulas 
b 


Ҹа 0) 1 Ко, обоа, 


ve) Pes Dy (D dt = је о, РО а, 


Ф (х) = { K (x, Ds (di ee 1) FU) dt, ete. 
à à 


Aquí 

» 

Ka (x, ђе È K (x, 2) Ky (2, 045 
à 


b 
Ks(x, ђ= { K (x, z) К. (z, 1) dz, 
а 
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y 
а 


y, en general : 
Кис 0-1 KG 2) Ka-1 (2, 04 9] 


n=2, 3, ..., siendo Ку (x, f) == К (x, f). Las funciones K, (x,t), 
se determinan mediante las fórmulas (3), se llaman núcleos itera 
Para éstas es válida la fórmula. 


ij 
Куб, ђе ! Ky (х, 5) Кат (5, 1) ds, [7] 


donde m es un nümero РРС cualquiera, menor que n. 
La resolvente de la ecuación integral (1) se determina a partir de 
los nücleos iterados por la fórmula 


2 
R(x, f V= Y Ka (œ DAL © 
E 


La serie del segundo miembro se llama sere de Neumann del 
núcleo K (x, t). Esta converge para 
1 
Meg. © 
donde TEE I 
B | | K3 (x, t) dx dt. 
аа 


La solución de la ecución de Fredholm de segunda especie (1) se 
expresa por la fórmula 


b 
P= HHA | кх, t5 DFO dt. Mm 


La cota (6) es esencial para la convergencia de la serie (5). Sin 
embargo, la solución de la ecuación (1) puede existir también para 


valores [А] эр 
Veamos un ejemplo: 
raaf q (dt — 1. (8) 


è 
Aqui K (x, 0)--1 y, por lo tanto, 


De este modo, la condición (6) da que la serie (5) converja para 


[à< 1 
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Resolviendo la ecuación (8) como ecuación con núcleo degenerado, 


se obtiene (1—2) C— 1 


ón no es reso- 


‚ donde C — | q (0) dt. Esta ccu 


luble para A= 1, lo que significa que рага 2—1 la ecuación integral 

(8) no tiene solución. De aquí se deduce que en un circulo de radio 

тауог que la unidad las aproximaciones sucesivas para la ecuación 

(8) no pueden converger. Sin embargo, para |A| > 1, 1а ecuación (8) 
1 


es resoluble, En efecto, si 351, la función y (x)= 


= 6s solución 
de la ecuación dada, lo cual es fácilmente comprobable por verifica- 
ción directa. 

Para ciertas ecuaciones de Fredholm, la serie de Neumann (5) pa- 


ra la resolvente converge para valores cualesquiera de A. Demostremos 
esto. 


Sean dados dos núcleos: K (x, £) y L(x, f). Los llamaremos orto- 
gonales, si se cumplen las dos condiciones: 
b n 
{к (к, 21. (2. 1)d2=0, ба 2)K (z, 1)d:=0 (9 
à 


à 
para cualesquiera valore 


admisibles de x y de #. 


Ejemplo. Los núcleos K (x, )=xt y L(x, t) =: son orto- 
gonales en [—1, 1]. 
En efecto, 
: 1 
V оа) (23) аса || nao, 


-i 
1 


0. 


f 

| o) (edat (яаг 
-1 -^ 

Existen núcleos que son ortogonales a si mismos. Para tales nú- 

cleos К, (х, f): 0. donde К. (x, f) es el segundo núcleo. iterado. En 

este caso, evidentemente, todos los nücleos 1 доз subsiguientes son 

también iguales a. сего, y la resolvente coincide соп el núcleo K (х, £). 


Ejemplo. K (x, t) - sen (x—21): 0 
Tenemos 


s&n, 0 ta 22. 


эл 
{ sen (22) sen (2—20 42 — 4 {соз (x 1 20—32) — cos (с--01-- 
à 


а [тот 28--32) -sen (x — 9 — z) 


De este modo, en este caso la resolvente del núcleo es igual al propio 
núcleo: 


R (x, 1; X) == sen (x—21). 
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de manera que [a seríe de Neumann (5) está formada por un solo 
término y, evidentemente, converge para cualquier À. 
Los núcleos iterados К, (x, i) pueden expresarse directamente 
mediante el núcleo dado K (x. 1) por la fórmula 
» 


НЙ 
Кис =f |... {ко Кб IK Guess DX 


Xds, dsg... dia. (10) 

Todos los núzleos iterados К, (х, 1), a partir de К, (х, f), serán 
funciones continuas en el cuadrado а < x <В, a «c! «25, si el núcleo 
inicial K (x, 1) es de cuadrado sumable еп dicho cuadrado. 

Si el núcleo dado K (x. £) es simétrico, todos los núcleos iterados 
Ky Gr, t) son también simétricos (véase [7]). 
Cilemos ejemplos de delerminación de los nücleos iterados. 
Ejemplo 1. Hallar los núcleos ilerados para K(x, f) 
si 0—0, b=). 

Resolución. Aplicando las fórmulas (2) se halla sucesivamente: 
Ki (х. їу=х—!, 

1 


Ким D= È œs) 68-06 
11 
Ks(x, 


K, (x, 
K, (x. 
Ка (х. 


ре 
1) рага 


aquí se deduce que los núcleos iterados tienen la form: 
28-11 
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2) para п —2k 
Къ (х, 1)= 
donde k=1, 2, 3. 


Ejemplo 2. Haller los núcleos iterados К, (х, £) у К.(х, д, 
si K(x, t) e, enin w 0 аг-0, 


Resolución. Por definici 


(= 


а) 


12571 


, tenemos 


min, 0-1 [m 


por esto, el nücleo dado se ний escribir еп la forma 


aou € si 0e x«t, 
ко 0 (1075г 


Este nücleo, como es fácil comprobar, es simétrico, es decir 
K (x, t) K (t, х). 
Se tiene К, (x, t) — K (x, 0). Hallamos el segundo núcleo Иегайо: 


1 1 
Kies De Ñ K (x, 5) K1 ($, да È K (x, $) K (s, ds. 
Aquí ? х 


-(0 558 
Ki) e, sisexel. 
Ye noci. 
Ke D—| e tasal. 
Como el núcleo dado K (x, 0) es simétrico, es suficiente hallar Ky (5,0) 
solamente para x > f. 
Tenemos (véase la Jig. 2) 


Ka (x. ө- fees s) K (s, LI s)K(s, Dds- 


+ $ K (x, з) K (s, 0) de. 


En el Мине (0, 4) se tiene 5 E t<x ын lo cual 


eu 


„кб, оа ета еза m. 
{ке sK(s Dds— IE Я fe s 


En el intervalo (|, x) tenemos £ < s < х, por esto 


1 K (x, s) K (s, t) ds= { ее аз ехалі, 
i i 
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En el intervalo (x, 1) se tiene = > x > 4, por lo que 
1 1 
{ Кх, 5) K (s, баз = | еле! ds=(1—x)e*+t, 
H E 


Sumando las integrales halladas se obtiene 


каа рее >л, 


La expresión рага К, (х, 1) pa 


х < tf se halla si se cambian de 


lugar los argumentos x y £ en la expresión de К. (х, 0) para x >t: 
1 


К.(х, 0 = (2—4) ext! — (к<). 


De esta manera, el segundo núcleo iterado tiene la forma 


m 
eye E, si даха, 
К, (x, ђ= еч 
Qoe I? ‚ # tersi. 


Observación. Si el nücleo K(x, f), dado en el cuadrado 
ак х, a« («b por diferentes expresiones analíticas, no es si- 
mélrico, entonces, hay que considerar por separado el caso x < t. 
Para х < £ tendremos (vease la fig. 3) 

" & E 
Ki 0=8 ко. ко, 0d e +. 
à E 


3. Hallar los núcleos iterados К, (х, f) у Ka(x, f), 


Hi 4 0O<x<f, 


px 
KG Озум не х 
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Resolución. Tenemos que К, (х, 1) — K (x, 0), 
1 
K, (x, nf KG. 8) K (s, 1) ds, 
° 
donde 


[xs бех< 5, 
ух—=,5< x«l, 


sese t, 


si 1 < 51. 


K(x. де кб. де! 


Como el núcleo dado K(x, f) no es simétrico, al hallar Ку (х, 0) 
consideraremos dos casos: 1) x< f, y 2) x > 1. 


Fig. 3. 
1) Sea x< t. Entonces (véase la fig. 3) 
K(x, Dm Hy Tae das 

donde 1 шон 


х Р 
(їс- 88048 ETFi 


: 

nm ees cunas an 
Ы 

fe 6—nds=E 

1 


1, 


Sumando estas integrales, se obtiene 
Ky (x, Den Sá D Lat Х-1ү1 ей. 


2) Sea x > t. Entonces (véase la fig 2) 
Ка, Deli lad ls 
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donde 


t 
1, x (8-5) (s+ t)ds = 


з ot жа 


h -fe-a (5—0) а= d 
H 


4o ptt 


5 3 -4 1 
D A mS 
[i E +t- xt 


Й 
љоја+ув— ове 


Sumando estas integrales, obtenemos 


кух, p=- ee ixi J- 2xtt — хе 4 ++ (x б. 


De este modo, el segundo núcleo iterado tiene la forma 
2 


3p D 28—04 


Kim i 
~ пп кам 1 үе бєх. 


Análogamente se hallan los núcleos iterados restantes К, (x, 4) 


inim 3, 4, ...). 


Hallar los nücleos iterados de los nücleos indicados a 
continuación para las a y b dadas. 

161. K(x, t) - x —t& а=—1, b=1, 

162. K(x, 1) = sen(x —t); a=0, b “(п 2.3). 

163. K (x, )—(х— 5 a ‚ в=1(п==2, 3). 

164. К (х, !) х , sent; а=—л. ф—л. 

165. К (х, 0) 5 a=0, 8-41. 

166. K(x, 1) -e*cost; a=0, b-n. 


En los problemas siguientes, hallar К. (х, 0): 


167. K (x, f) ек"; а =0, b= 
168. K(x, 1) ем ђа=—а, b 


Citemos un ejemplo de construcción de la resolvente de una 
ecuación integral mediante los núcleos iterados. 


6-18 
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Consideremos la ecuación integral 
р 
YA Cat qi at = (0. an 
ò 


Aqui K(x, t) xt; a=0, b—1.  Sucesivamente se halla; 
кубе 


(x2) (zt) dz 38. 


Ки 3 


Ks Gs (x2) (20 de E, 


3» 


Ky Gr = aim 
Según la fórmula (5) 


Ri сэ)» S Ke, At 5 


donde [A] < 


En virtud de la fórmula (7), la solución de la ecuación integral 
(11) se escribe en la forma 
П 
C Зх 
vo) EO) | у= Ode 
8 


En particular, para f (x)=x se obtiene 


Фо) 


donde % 2 3. 


Construir las resolventes de los siguientes nücleos: 
169. K (x, #)=е7"; a=0, b—1. 

170. K(x, t) =senxcos ft; a—0, ==. 
171. K(x, 0) = хе; а=—1, b— V. 

172. K (x, 0) = (1-х) (1—0); а=— 
173. К (х, D = xtt*; а= — 1, b 
174. К (х, t) = xt; 


,b=0, 


=—1, b= 
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Si M (x, t) y N (x, t) son dos núcleos ortogonales, la resolvente 
В х, 1; A), que corresponde al núcleo К (x, 1)=M>+N, es igual a 
la suma de las resolventes R, (x, 4 А) y В. (х, f; A), que correspon- 
den a cada nücleo. 

Ejemplo. Hallar la resolvente del nücleo 


K(x, t) =x144 Xx, а=—1, 5-1. 


Resolución. Como ha sido demostrado anteriormente, los 
núcleos M (х, t) —xt y N(x, t)=x%t? son ortogonales en [—1, 1 
(véase la pág. 76). Por esto, la resolvente del núcleo К (х, 1) es igual 
а la suma de las resolventes de los núcleos M (x. 1) y N (x, t). Apli- 
cando los resultados de los problemas 173 y 174 se halla 


3t. 


Кх, = Км (х, G6 X) Ry (х, 1; 2) = 


t; = 
donde |A| < 3. 


+ 


—2 


5 


Hallar las resolventes de los núcleos: 


175. K (x, t)= sen xcust-4- cos 2xsen 2t; a=0, b=2n. 
176. K (x, 0) —1-- (2x — 1) (2£—1); a=0, b=1. 


La propiedad que acabamos de indicar se puede generalizar а cual- 
quier número finito de núcleos. 

Si los núcleos M(x, 1), M (x, t), ..., MU (v, 1) son ortogo- 
nales dos a dos, la resolvente que corresponde a su suma 


2 
Ко, 0- У) MM, 0), 


"й 


es igual а la suma de las resolventes correspondientes а cada sumando. 
Llamemos n-ésima fraza del núcleo K (х, £) а la magnitud 


n 
Aci Ke ўа, (n—1, 2). a2) 


donde К, (x, f) es el n-ésimo núcleo iterado para el núcleo K (x, 1). 
Para el determinante D (А) de Fredholm, tiene lugar la siguiente 


PO —} An. (13) 


El radio de convergencia de la serie de potencias (13) es igual al menor 
módulo de las raices características. 


в 
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177. Demostrar que para la ecuación de Volterra 
то) | KG De (dt — 169. 
? 


el determinante de Fredholm D(A)=e=%* y. por conse- 
cuencia, la resolvente para una ecuación de Volterra es una 
función analítica entera de 4. 

178. Sea R(x, f; А) la resolvente de cierto núcleo 
K (x. D. 

Demostrar que la resolvente de la ecuación 


Ў 
фов [к 453) (dt - 09 


es igual a R(x, f; à ги). 
179. Sean 
bh 


MI K* (x, t)dxdi — В?, 


donde K, (x. £) es el n-ésimo núcleo iterado para el núcleo 
K (x. D). Demostrar que, si B,— B^, entonces para cual- 
quier n será B, — B". 


$ 15. Ecuaciones integrales con núcleo degenerado. 
Ecuación de Hammerstein 


El núcleo K (х, t) de la ecuación integral de Fredholm de segunda 
especie se llama degenerado, si éste es la suma de un número finito de 
productos de una función sólo de x por una función sólo de £, es decir, 
si tiene la forma 


K (x, д= У а, (x) by (0; 0) 
= 


las funciones ад (х) y bg (1) (&—1, 2, ..., m) se considerarán conti- 
nuas en el cuadrado fundamental a «x, (< b y lincalmente indepen- 
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dientes, La ecuación integral con núcleo degenerado (1) 
swaf |2 ау (хуз, ЦОГ 22 
115 


se resuelve del siguiente modo. 
Escribamos (2) en la forma 


А , 
чедо го) X) ato {ье at B 


e іпігойигсатох las notaciones 
b 


ИХТ (1) dt -Cr @—1,2,....п). 7 


Entonces (3) toma la forma 
ЧОРО БА Y) Car (2) (5) 
E 


donde C, son constantes desconocidas (puesto que la función q (x) no 
es conocida). 

De este modo, la resolución de una es 
degenerado se reduce а hallar las cons 
Sustiluyendo la expresión (5) en la ec 
sencillas transformaciones, se obtiene 


ión integral con núcleo 
es Cy (tl, 2,...‚ л). 
ión integral (2), después de 


Пан! 


n sy n 
y іс DNO |! оъ У Chor ој а\ аһ (2) —0. 
2 A 


En virtud de la independencia lineal de las funciones ад (х) (m1, 
2, ..., п); de aquí se deduce que 


» а 
EST эл? ој 4=0 
2 ^ 


o bien 
” » » 

C,— У C { а (ob, (odi È om 00140044 (md 2, sss n). 
a d 


Introduciendo, para simplificar la escritura, las notaciones 
^ , 
Gem Var Oba 0940, Та (960104, 
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se obtiene que 


Р 
Са—ћ У љаСкеђа (m 
A 


o, en forma desarrollada: 


(—Хац) Cy Аа — 
— паса + (I 


(6) 


Para hallar las incógnitas С, tenemos un sistema lineal de л ecuacio- 
пе lgebraicas con n incógnitas. El determinante de este sistema es 
igual а 


аи uie 
ла 


Se An 0) 
1— hann 


Si A (A) # 0, el sistema (6) tiene una solución única Cs, Са, ..., Cm 
que se obtiene por las fórmulas de Cramer 


LM. Ааа hi Аад, --Ады 
р DM. 0, edición + лг ЁС 
— Mim ма-а Хапка s dl — Mas 


(1,2, .... n). 


La solución de la ecuación integral (2) será la función q (x), determi- 
nada por la igualdad 


л 
Ф09-1 (+A У) Слар (0). 
Га! 


donde los coeficientes C, (k 
fórmulas (8). 


2, .... m) se determinan por las 


Ejemplo. Resolver la ecuación integral 


х 
$0—» $ (х cos t +12 sen х-+- соз x sen 1) q (f) dt =x. 
ВЭ 
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Resolución. Escribamos la ecuación en la siguiente forma; 


q G)—Ax fe cos t dt +2 sen x {овоа 


-HA cos x 12) sen 11 +. 


Introduzcamos las notaciones: 


Р 
(ес шой: Са= їе (0) sen tdt, (10) 


{ tt) cos £ dt; бу 


donde Сү, Ca, Cy son кеййн desconocidas; Белове; 1 ENAK 
(9) toma la forma 


Ч 0-5 
Sustituyendo la expresi 


Ax + Ch sen x + Суд. Cos хэрх, (qu 
(11) en las igualdades (10), se obtiene 


Ci = | (СМ +Cih sen t CS cos t 4-1) cos dt, 


M 
ti 3! (C, + С), sen t 4 Cah cos 1-1) 13 de, 


C= 1 (СИМС, sen 1-- СА cos t -+ t) sen tdt 


o bien 
л л 
6; ( Y» ORS { sen соз £ dt —Cah { cos? t dt = 
-x БЭР 
= ficos tdt 
л л \ л 
e f odt +C, (i { езеп tdt | c { ге cos t dt = 
E -a y) E 
цуван 
_б4 ПЕЕ сә. Ганга, cia $ ( «нь 


E 


= чө, 


-a 
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Calculando las integrales que figuran en estas ecuaciones, se obtiene 
el sistema de ecuaciones algebraicas para hallar las incógnitas Су, 
Ca Cy: 


(12) 


[EE 


Sustituyendo los valores hallados de C, 
la solución de la ecuación integral dada 


Resolver las siguientes ecuaciones integrales con núcleos 
degenerados: 
л 


180. q (x) —4 ( sen? xo (r) dt — 2x —а. 
è 


181. 4 09-- feme (di - 


ја 


182. ф(х) —А M ig lp (1) dt = ctg x. 


Pd 


1 
183. ф(х)--3 V cos (q In £) e (t) dt — 
à 
| 
184. TORTA] arc cos (ф(1) 41-- 


ö 


1 
185. PDA f (nF) eat =1 (р>—1). 
Ц 
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6 


(1—4x). 


1 
186. ф (9-4 {100 х) 4 ()4t 
è 


187. q (x) —А | sen x cos ( q (1) dt = sen x. 
è 

188. ф(х) —А V [n— t |sen x (f) dt — x. 
à 


189. ф(5)--3 Vsen (x— t) (1) 4! = cos x. 
à 

190. ф(х)-- 

за 


А { (вепх cos  —sen 2x cos 21 sen Зхсо53/) q (1) d —cosx. 
à 


f 
191. фо) | [|»—-$ 00-5 } 3 (680—0) | х 
ES 
xq(t)dt=1. 


Muchos problemas de la física se reducen a ecuaciones integrales 
no lineales de Hammerstein (véase [12]). 
La forma canónica de la ecuación de Hammerstein es: 
» 


чо (ко эге. | dt. о) 


donde K (x, f), РО, и) son funciones dadas; q(x) es la función in. 
cognita. 
A ecuaciones del tipo (1) se reducen con facilidad las ecuaciones 


^ 
qo 1 K (x. D EG, O) de Q2. a) 


donde эр (x) es una función conocida, de modo que la diferencia entre 
las ecuaciones homogéneas y no homogéneas, de importancia en el caso 
lineal, en el caso no lineal по tiene casi ningún valor. La función 
K (x, 1) la Mamaremos núcleo de la ecuación (1). 

Sea K (х, f) un núcleo degenerado, es decir, 


K (x, t Da (а) ()- e 
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En este caso, la ecuación (1) toma la forma 


» 
Ф0)-3 a eo | bi F6 (ууа. 8) 


Hagamos 
b 


Ла 


(4) 


donde C; son constantes desconocidas por ahora. Entonces en virtud 
de (3), tendremos 


(123 


$ cuo. [7] 
d 


Sustituyendo en las igualdades (4) la expresión (5) рага q (x). se ob- 
tienen m ecuaciones (en general, trascendentes), que contienen m 
magnitudes desconocidas Су. Cs, ..., Си: 

"о (Сл. С, Ca) (i=1,2, ..., т). (6) 
En el casó en que f (f, u) sea un polinomio con respecto а u, es decir, 


Fl ро (0) Ара (и. Фра (t) и", 0] 


donde p, (1), ..., pu (I) son, por ejemplo. funciones continuas де £ en 
el segmento [а, b]. “el sistema (6) se transforma en un sistema de 
ecuaciones algebraicas con respecto a Су, ‚С. Si existe una 
solución del sistema (6), es decir, si existen m números 


€t Cho...» Ст 
tales que, al ser sustituidos en el sistema (6), reducen sus ecuaciones 


a identidades, entonces e: lución de la ecuación integral (3), 
que se determina por la igualdad (5): 


Р 
v0) Y Са (9. 


Ёз evidente que el námero de soluciones (en general, complejas) de la 
ecuación integral (3) es igual al nümero de soluciones del sistema (6). 
Ejemplo. Resolver la ecuación integral 


1 
Фо)=А f xt qe (1) dt (8) 
à 


(А es un parámetro). 
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Resoiución. Hagamos 
1 

C=f tg (t) dt. (9) 
9 


Entonces 
q 0)—C Ах. (10) 


Sustituyendo q (х) por el segundo miembro de (10) en la relación (9), 
se tendrá 4 
С= { t 130% dt, 
9 


де допде 


Gatas, [um 
а 
La ecuación (11) tiene dos soluciones: 
4 
C1=0, Се 


Por lo tanto, la ecuación integral (8) tiene también dos soluciones 
para cualquier À s 0: 


4 
$6)—0, (0) = 
Existen еси: 


ciones reales. 
Veamos, por ejemplo, la ecuación 


iones integrales no lineales simples que no tienen solu- 


get 


1 
«09-7 (14-9? (0) dt. (12) 
р 
Hagamos ЙГ 
се fe oem ona. аз) 
Entonces 
ве) = Ce? as) 


Para determinar la constante C se obtiene la ecuación 
45: ) ( у 
e? —1/ С —3С4-3\е2 —1/ =0. (15) 


No es difícil comprobar que la ecuación (15) no tiene raíces reales 
y que, por lo tanto, la ecuación integral (12) no tiene soluciones reales. 
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Por otro lado, consideremos la ecuación 
1 


ФС) Va (0) a (0) Ф (0) sen (16) 
$ 
(a (1) > 0 para todo /Є(0, 1D. 
Para la determinación de la constante C se obtiene la ecuación 
1 
1= fa (0) dt -sen С. (17) 


V 
П 


8 
bién la ec n integral inicial (16), tienen un nümero infinlto 
de soluciones reales. 

Resolver las siguientes ecuaciones integrales: 


1 
192. ф(х) 2 | хар (041. 

à 

i 
193. ф(х) = | (xt arg? (1) dt. 


1 
194. ф(х) = [xq (0) dt. 
à 


195. ф(х) = ++ dt. 
x 


П 

196. ф(х) = | (1 + (0) dt. 
б 
197. Demostrar que la ecuación integral 
: 

e (аа 0а 

(а(х) > 0 para todo хе (0, 11) 
1 


no tiene soluciones reales, si | а? (х) ах > 1. 
3 
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$ 16. Raíces características у funciones propias 


La ecuación inlegral homogénea de Fredholm de segunda especie 
А 

соко, офа 0 q 
E 


liene siempre la solución evidente ф(х) --0, que se llama solución 
nula (trivial) 

Los valores del parámetro A, para los cuales esta ecuación tiene 
soluciones no nulas q (х) 7: 0, se llaman raices caracteristicas *) de la 
ecuación (1) o del núcleo K (x, (), y cada solución no nula de esta 
eguación se Пата función propia correspondiente a la гайг caracterís- 
lica A. 

El número 3-0 no es raiz característica, puesto que para 3-0 


о de cuadrado sumable en 
entonces а cada raiz caracteristica A le corresponde un múmero fii 
de funciones propias linealmente independientes; el número de estas 
funciones se denomina rango de la raiz caracteristica. Distintas raíces 
caracteristicas pueden tener diferente rango 

Para las ecuaciones con núcleo degenerado 


b n 
«00-31 È а eno] «(dt =0, [7] 
lut 
las raíces caracteristicas хоп las raices de la ecuación algebraica 
Ida Ms «Унд 
йй а, — ал 


^0)— 


(3) 


Sham Аа... Mig 
cuya potencia es pín. Aqui А (0) es el determinante del sistema 
lineal homogéneo 


(1--Хац) С. Аа С. — 
— а 


(4) 


EOM) Са 


donde las magnitudes amg y Cy, (k. m 
sentido que en el parágrafo precedente. 


о, 


2,00 п) tienen el mismo 


*) Ciertos autores utilizan el término “valores propios" en lugar 
del término "raices caracteristicas”. Nosotros llamaremos valor propio 


a la magnitud o, donde A es una raiz caracteristica, 
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Si la ecuación (3) tiene p гаїсез (1 «ор «© n), la ecuación integral 
(2) posee p raíces características; a cada raiz característica Am (m= 1, 
» р) le corresponde una solución по nula 


del sistema (4). Las soluciones no nulas de la ecuación integral (2) 
correspondientes a estas soluciones, es decir, las funciones propias, 
tendrán la forma 


Ф (x) 


л 
Маһ (0). чабд= У) Cia, (х)... 
] 


s, 0) У) Ci" ак (а). 
E 


La ecuación integral con núcleo degenerado tiene no más de п raices 
características y funciones propias correspondientes a ésta 

En el caso de un núcleo arbitrario (no degenerado), las raíces 
características son ceros del determinante de Fredholm D (А), es decir, 
polos de la resolvente R(x. t; A). De aquí se deduce, en particular, 


que la ecuación integral de Volterra PaA Ko. 1) q (0) dt =, 
à 


donde K (х, )EL¿(Qo), no tiene raices características (para ésta 
D (A) e7^ ^, véase el problema 177). 


Observación. Las funciones propias se determinan salvo un 
factor constante, es decir, si ф(х) es una función propia que corres- 
ponde a cierta raiz característica A, entonces Cy (x). donde C es unz 
constante arbitraria, será también una función propia correspondiente 
а la misma raíz característica A. 


Ejemplo. Hallar las raíces características y las funciones pro 
pias de la ecuación integral 


л 
p(x)—A | (cos? х cos 204-сов Зх cos? 1) (1) dt —0. 
à 
Resolución. Se tiene 


л 2 
Ф) = cos? x || (f) cos 2t dt +A cos 3x | 00) соз tat. 
à à 
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Introduciendo las anotaciones 
а л 
Cu | e (t) cos 2t dt Cs Veto cost tat, @) 
Ei E 


tendremos 

q (0) = С, A cos? x + Cj cos 3x. (2) 
Sustituyendo (2) en (1) se obtiene un sistema lineal de ecuaciones 
homogéneas: 


а л 
с, ( Т (соз! t cos 2t a) =caf cos 31 cos 2t dt =0, 
è E 


5 » (3) 
Р / 
CAS cos’ t dt +-С, ( 1—A f cos? t cos 3t dt 1-0, 
à ABE. 
Pero, como 
H л 
Jos? (сова ==, | cos 3t cost dt =0, 
v ü 
л л 
2220 $ cos? £ cos 3e ш e 
1 ò 
el sistema (3) toma la forma 
(1-9) 
[2] 


(' ae 


La ecuación para hallar las raíces características será 


х 4 
Las raíces características son Ху ———. 


Para hat, el sistema (4) toma la forma 
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de donde 0, Сү es arbitrario. La función propia será qi (а) == 
= Cih cos? x, o bien, haciendo Сүй - Т, se obtiene qu (x) == соз? x. 


Para AL, el sistema (4) toma la forma 
( (716,—0. 
0-C,—0, 


de donde C, =0, С, es arbitrario у. por consiguiente, la función 
propia será 1р, (х) CoA cos Зк, o bien haciendo Cs se obtiene 
Ча (X), cos 3x 

De este modo, las raíces características son: 


las funciones propias correspondientes a éstas son: 
бру (0) = соз? к, — фа (х) = cos Зх, 
Una ecuación integral homogénea de Fredholm puede no tener 


raíces características y funciones propias, a bien no tener raíces carac- 
terísticas reales y funciones propias. 


Ejemplo 1. La ecuación integral homogénea 
П 
(6) —5 ( (8—9) tip (0) 4-0 
ò 
no tiene raices caracteristicas y funciones propias. En efecto, tenemos 


1 
q (x)=2 (9x—2) | ly (0 dt. 
à 


Haciendo 
- : 
C= да, 0) 
à 
se obtiene 
Фох) = СА (3x— 2). e) 
Susttuyendo (2) en (1), obtenemos 
П 
[ + cana] en (3) 
6 


Д 
Pero, como V Gr*—2/) dt —0, la ecuación (3) da C—0 у, рог consi- 
б 


guiente, q (x) 0. 


$ 16. FUNCIONES PROPIAS Y 


De este modo, la ecuación homogénea dada tiene sólo Ја solución 
nula q(x)-—0 para un A cualesquiera; рог lo tanto, ésta no posee 
raíces características y funciones propi 


Ejemplo 2. La ecuación 
i 
о) (9-7) тоаг 


no tiene raíces características reales y funciones propias. 
Tenemos que 


q (x) = СА Y x —С,Ах, @) 


donde 
1 


: 
c= 3 шшш, Ci Y y coat. Q 


ё 


Sustituyendo (1) en (2), después de sencillas transformaciones, obtene- 
mos el sistema de ecuaciones algebraicas 


(3) 


150 * 


Para h rentes, éste по se anula, por lo, que de (3) se obtiene Cic. 

Су--0 y. por lo tanto, para todas las A reales, la ecuación dada 
iene sólo la solución trivial: q (x) ==0. De esta manera, la ecuación (1) 
no posee raíces características reales y funciones propias. 


Hallar las raices caracteristicas y las funciones propias 
para las siguientes ecuaciones integrales homogéneas con 
núcleo degenerado: 


E 


198. ф(х) А | sen? xq (0 dt =0. 


фе 


199. p(x)—A ү sen x cos tẹ (1) dt = 
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200. Ф (х) —А | sen x sen tẹ (1) dt — 0. 
à 


201. q (5)--3 | cos(x- 04 (0) d! — 0. 


1 
202. ф(х)--3 | (45x In t —9¢ In x) q (4 =0. 


1 
203. ф(х) —А | (27—43) q (0) dt —0. 
à 
Й 
204. ф(х) —А | (xt? 4хчуф(0) dt -- 0. 
A 
1 
205. ф(х) А | (эх 42 | 3x0) q (0) dt — 0. 
EA 
i 
206. «(ху—5 Vccht —£ shx) q (1) df — 0. 
E) 
; 
207. ф(х) —А | (хез! — P sh) ẹ (dt = 0. 
e 


i 
208. ф(х)--3 | (еее) e (dt = 0. 
ET 


Si el n-ésimo núcleo reiterado (iterado) К, (x. 1) del núcleo K (х, 0) 
es simétrico, entonces se puede afirmar que K(x, t) tiene por lo 
menos una raiz característica (real o compleja), y que las potencias 
п-ёзїтаз de todas las raices caracteri: eros reales. En 

articular, para un núcleo antisimótrico K (x. £) =—K(£, x), todas 
las raíces características son imaginarias puras: à= В, donde B es real 
(véase el problema 220). 

El núcleo K (x, t) de una ecuación integral se Пата simétrico, si 
se cumple la condición K (x. д =K (f, x) (asx, (0). 

Para la ecuación integral de Fredholm 


" 
$6)—A ко, 0 «(0 dt —0, [0] 


con núcleo simétrico К (x, t), tienen lugar los teoremas siguientes: 
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Teorema 1. La ecuación (1) tiene por lo menos una raiz сагас- 
terística real. 

Teorema 2. А cada raíz característica ) le corresponde un 
número finito q de funciones propias linealmente independientes de la 
ecuación (1), siendo 

sup g = А282, 
donde 
bh 
Cte рака. 


B 


gc, E! múmero q se Mama rango o multiplicidad de la raíz caracteris- 
ica 
Teorema 3. Cada par de funciones propias ҷа (х), р(х), que 
ejrresponden a raíces características diferentes A, 7 hz, es ortogonal, es 
ir, 
b 
Veo (o 4к--0 


à 


Teorema 4. En cada intervalo finito del cje % hay un número 
finito de raices caracteristicas. La cofa superior para el número m de 
raices caracteristicas situadas en el intervalo —1 < à < 1 se determina 
por la desigualdad 


т< 1282. 


En el caso en que el núcleo К (x, f) de la ecuación integral (1) 
sea Үл función de Green de cierto problema homogéneo de Sturm-Liou- 
ville, la determinación de las raíces características y las funciones 
propias se reduce a la resolución de dicho problema. 


Ejemplo. Hallar las raices características y las funciones propias 
de la ecuación homogénea 


л 
ф(х) А { K (x, t q (0) dt -=0, 
6 


donde 
| cosxsent, Охе, 


leostsenx, taran 


K (x, 0)* 


n dada en la forma 


Resolución. Escribamos la ecu; 
х 2 
ч 0-3 {Ко реал {кода 

à H 
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о bien 


senx {ео cos t dt 41, cos х їн U) sen t dt. а) 


4) 


Derivando ambos miembros de (1), se halla 


Y (х) cos x 1 Ч (6) cos t df +À sen x cos x q (X) — 
è 


—Asenx | 4 (0) sen £ dt — % sen x cos x q (x), 
E 


Р 
47 (x)= A cos x | q (0 cos £ dL —À sen x 


ПОЛО! 


Derivando рог segunda vez, se obtiene 


Y (x)= А sén x Veto cos t dta Acos? xq(x)— 


л 
соз È q (f) sen t dt + А sen xq (x)= 


А т 
3e) [A sen x | фи) cos tt cos x | ф sem rar] а 
La expresión entre corchetes es igual a q (х), de forma que 
q^ 0 A ()—4 (9. 
De las igualdades (1) y (9) se halla que 
4 60:0, q'(0)—0. 


» inlegral dada se reduce al siguiente pro- 


De este modo, la ecuac: 
blema de frontera: 


4703-13-14 (x) 0, (3) 
qu) 0, 4'(0) -0, [i] 
Aqui son posibles los tres casos siguientes 
)A—1—0, 6 А 1 La ecu. 3) toma la forma 4^ (x) = 0. 
Su solución general será (р Utilizando las condiciones 
de frontera (4). para deter + obtenemos el 
sistema 
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el cual tiene la solución única Сү--0, С 
ecuación integral tiene sólo la solución 
q Q) =ч 0. 


2) A—1 2 0, 6 A > 1. La solución general de la ecuación (3) tiene 
la forma 


por consiguiente, la 


q (x)=C, ch V X= 1x+ C, sh V iix, 
de donde 
p (у= V X — I (C, sh V E= ix- C, ch V Х— 12). 
Para determinar los valores de C, у de С,, las condiciones de fron- 
tera dan el sistema 


1 C,chay^ I-- C, плу; 


0, 
Gmb. 
Este tiene la solución única Сү--0, C¿=0. La ecuación integral tiene 
la solución trivial p(x)==0. De este modo, para А> 1, la ecuación 
integral по posee raices caracteristicas y, por lo tanto, tampoco tiene 
funciones propias. 

47 Х—1< 0, о sea X < 1. La solución general de la ecuación (3) 
seri 


q(x) = C, cos УТС, sen V Tir. 
De aquí hallamos que 
P () = ИТЕ (Су seny Г— Xx + С, cos Y T—Ax). 


En este caso, para la determinación de C, y Cy. las condiciones de 
frontera (4) dan el sistema 


(5) 


\ 


El determinante de este sistema es 


сова УТЕХА senay IA 


А 0) = 


° ИТА 


Ígualándolo a cero, obtenemos la ecuación рага la determinación de 
las raíces características: 
sena Y d 


avi 
б. ИТА 
о sea ИТХ сол И 1—1 -- 0. Por hipótesis 1—5 л 0, рог lo cual 
cos x V 1А -- 0. De aquí se halla que x V T=. 2 
es un entero cualquiera. Todas las raices de la ecuación (6) vienen 


cos 


(6) 


donde n 
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dadas por la fórmula 
ТЭЭ 
A 1-( n+>3). 

Para valores de A=4,,. el sistema (5) toma la forma 


C,:0—0, 
C,—0. 


Este tiene un conjunto infinito de soluciones no nulas 
C=C 
C¿=0, 

donde C es una constante arbitraria. Esto s а que también la 


ecuación integral original tiene un conjunto infinito de soluciones de 
la forma 


e (2) e C cos ( n4 +) = 


las cuales son funciones propias de dicha ecuación, 
De este modo, las raices características y las funciones propias de 
la ecuación integral dada serán 
) х, 


Me (а) Pa (= сов ( a- 

Hallar las raíces características y las funciones propias 
de las ecuaciones integrales homogéneas, si sus nücleos 
tienen la siguiente forma: 

x(t—1, 0<x<t, 
100—1), #<х<1. 
tel) 0<x<t, 
ХК), t<x<l. 


1 
| 
( G-D(—2, 0<x<t, 
| 
J 
\ 


donde л es un entero cualquiera. 


209. K(x, t) = 
210. K(x, 1)= 


. 5 dc 
AMA Ко (4-1) (0—9), #<х<1. 


5 senxcost, 0<x<t, 
од senfcosx, іх з. 
senxcosf, О« хє, 


213. х, t) = 
^t ) senfcosx, f«x«m. 
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214. келп} MANU ASAS, 
| sen / sen (x— 1) ЭРЭ 


У 


215. K(x, \ 
зеп (14 Z) sen 


је (x $) sen (1—5). 0<1x<tf, 
)= ! 
л 
(8-2) (exem. 
216. K(x, 0) —e-- Ох, 0<1<l. 
217. Kæ, p= Tx 0а, 
| * | —er*sht, 1«x«l. 


218. Demostrar que si A, he. А, 5А, son las raíces 
características del núcleo К (x, /), las funciones propias de 
las ecuaciones 


, 
фо) Ам VK (x, D (0)dt =0, 


6) — К, уфа = 0 


» 
son ortogonales, es decir, {р GG) dx — 0. 


4 

219. Demostrar que, si K(x, t) es núcleo simétrico, 
entonces el segundo núcleo Негадо К, (х, 1) tiene sólo raíces 
características positivas. 

220. Demostrar que, si el núcleo К (х, f) es antisimé- 
trico, es decir, si K (f, x) = — К (x, t), entonces todas sus 
raíces caracteristicas son imaginarias puras. 

221. Si el núcleo K (x, f) es simétrico, entonces 


(m=2. 3, ...). 


donde A, son las raíces características у А, son las m-ési- 
mas trazas del núcleo К (x, /). 

Aplicando los resultados de los problemas 209, 212 y 
216, hallar las sumas de las series: 
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Dn 


©) Маје donde y, son las raíces de la ecuación 
= 


2ctgp= в. 


La resolvente de un nücleo simétrico es una función meromorfa 
de À, para la cual las raices características de la ecuación integral son 
polos simples. Sus residuos, con respecto а los polos A;, dan las fun- 
ciones caracteristicas correspondientes a dichos valores A; (para cual- 
quier valor de £). 


Hallar las funciones propias de las ecuaciones inte- 
grales cuyas resolventes se determinan por las siguientes 
órmulas: 

ч 343 (1-2) (2x—1) (27 — 1) 

222. R(x, f; A ——— Г 
(15—6%) xt + (15—10) хаја 

331— [6-15 Ў 


223. К (х, t; А) = 


224. R(x, i; X) — 
— 4(5—23) [3224 (3—63) xt] 4-5 (4A? — ВА 4-3) (333--1) (3-1) 
4(1--23) (3--23) (5--23) 


Ecuaciones integrales de Fredholm cuyos múcleos dependen de 
la diferencia de los argumentos. 


Sea dada la ecuación integral 


л 
обје {ко (04, о 
E 

cuyo núcleo K (x) (—л = х< л) es una función par, prolongada en 

forma periódica a todo el eje OX, de modo que 
K(x—1)=K (tx). (2) 
Se puede demostrar que las funciones propias de la ecuación (1) son 
ФИ? (а) =созлх (п=1, 2, ...), | 


(3) 


477 (х) =ѕеплх (л=1,2,...), ] 
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y las raices caracteristicas correspondientes, 


D (4) 


donde a, son los coeficientes de Fourier de la función K (x): 


& $2). © 


1 
ap || K C) cos nx dx (a 
ФА 


De esta manera, а cada valor А, le corresponden dos funciones pro- 
pias linealmente independientes Cos пх, sen ax, por lo cual cada An 
es una raiz característica doble. La función qu (х) == 1 es también una 
función propia de la ecuación (1) que corresponde a la raiz caracte- 


ríslica 


M=}, donde а, 


18 
= > | K (x) dx. 
ES 


Demestremos, por ejemplo, que соз пх єз una función propia de 
la ecuación integra 


Р 
s= | Kene Ode [2 
donde Е 


Р 
amal {к (x) cos nx dx. 
Es 


Efectuando la sustitución x—f=z, obtenemos 


л p 
Xan cos nt dt = — | K (а) созп (х2) 42 = 
ES хїл 
xim хал 
=cos ax | К (2) cos nz dz sen nx | K (e) sennz dz = na, cos nx, 


puesto que la segunda integral es igual a cero, en virlud de la pari- 
dad de K (x), у la primera integral es el coeficiente de Fourier ад 
del desarrollo de la función par K (x) multiplicado por a. 

De este modo, 


1 
cos nx — —— 
ла; 


x 
[eon cos ntt, 
л 
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lo cual significa, precisamente, que cosnx es una función propia de 
la ecuación (6). 

De forma análoga se establece que зеплх es una función propia 
de la ecuación integral (6), que corresponde a la misma raíz caracte» 
rística L. 

ла, 

225. Hallar las funciones propias y las raíces caracte- 
rísticas correspondientes de la ecuación 


чед=% | cost(x—1) q (0) dt. 


226. Demostrar que el nücleo simétrico 


1 1—2 


Ko 0 — a5 Tas А 


E (—-л<х, iem) 


tiene, para |h| < 1, las funciones propias 1, sen их, cos nx, 
que corresponden a las raíces características 1, l/A", l/A". 

227. Hallar las raíces características y las funciones 
propias de la ecuación integral 


ф(х) А | Кофар, 


donde К (х) = х (— л хл) es una función periódica 
con período 2л. 


Propiedades extremales de las raíces características 
y de las funciones propi 


El valor absoluto de la integral doble (integral de Hilbert) 
bb 


ке neto e) dxat 


109, q)1— ^ [D] 


donde K(x, 1)=K(t, x) es el núcleo simétrico de cierta ecuación 
integral, en el conjunto de las funciones normalizadas q (х), es decir, 
tales que 

b 


Ge. p= 1 q? (х) ах 


tiene un máximo igual a 


тв| КосФ| үг, 9) 
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donde A, es la menor raiz característica en valor absoluto del núcleo 
K (x. 1). El máximo se alcanza para q (х) = Ф, (x), que es la función 
propia del núcleo que corresponde a A4. 


Ejemplo. Hallar el máximo de 
23 


1К9:931-11 | K œ DE (0 dx dt 
50 
con la condición de que 


л 
(6: = 4 eade =1, 
4 
si 
K (x, 0) = соз x cos 2t + cos t cos 2x 1. 
Resolución. Resolviendo la ecuación integral homogénea 
л 
ФО) =А { (cos x cos 2t + cos t cos 2x + 1) q (0) de 

E 
como ecuación con núcleo degenerado, hallamos las raíces caracteris- 
ticas M=- y Asa t 7 y las funciones propias correspondientes 


а las mismas (а б)— Сл фү(х)=С (cos ateos 25). qu (x) == 
= Са (cos x—cos 2x), donde Сү, Cy у C, son constantes «иш. 


La menor raíz característica en valor absoluto es А, = -- ; a ésta 
Je corresponde la función propia qq (х) == Сү. De la condición (р, 4) ==1 
Ц 


se halla que Су = + · Por consiguiente 


22 


1 || (cos х cos 21 4- cos ( cos 2x-+ 1) q (t) de 
56 


тах 


1 
12:18 


y éste se alcanza en las funciones q (х) == + 


228. Hallar el máximo de 


s» 
ко 12222 


" 
con la condición de que | ф(х) dx 1, 
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a) K(x, t) xt, 0хох, tl 

b) K (x, f) xt ХЗ, —1<x, £s 
| су; 0 x«t, 

9 KG 07) (eng rere. 


Puntos de bifurcación. 
Sea dada la ecuación integral no lineal 


" 
Фол (Кок t, G (D) df, (0) 


y Supongamos que 60) — 0 es solución de esta ecuación, siendo, 
además, 
K (x, t, 0) =0. 


Las soluciones no nulas q (х) 0 de la ecuación (1) se llaman, por 
analogía con las ecuaciones integrales lineales. funciones propias, y 
los valores correspondientes del parámetro A, raices caracteristicas de 
esta ecuación. 

Las ecuaciones integrales (1) para pequeños |À] no tienen, en 
јепега!, soluciones pequeñas diferentes de cero, es decir, para peque- 
ños |À] la ecuación (1) no tiene funciones propias de norma pequei 
Al aumentar | A| pueden aparecer funciones propias pequeñas. Intro 
duzcamos el siguiente concepto. 

El número A, se llama punto de bifurcación de la ecuación no 
lineal (1), si рага cada е > 0 existe una raíz característica A de la 
ecuación (1) tal que 1А Aol < е, además a dicha raiz le corresponde 
рог lo menos una función propia ф(х)(ф(х)2-0) de norma menor 
que eg ll < е. Соп otras palabras, el punio de bifurcación es un 
valor del parámetro A, en cuyo entorno la solución nula de la ecua- 
ción (1) se ramifica, es decir, aparecen soluciones no nulas de norma 
pequeña de dicha ecuación. Para los problemas lineales los valores 
de bifurcación coinciden con las raices caracteristicas. 

En los problemas de la técnica y de la fisica relacionados con 
las condiciones de la estabilidad, los puntos de bifurcación determi- 
nan las fuerzas criticas. Asi, el problema de la flexión de una barra 
recta de una unidad de longitud y de rigidez variable p(x) bajo la 
acción de una fuerza P se reduce a la resolución de la siguiente 
ecuación integral no lineal: 


Ц cp 
900-9,00 | Ко, moy i-e — | de, (1) 
D è 


donde q (x) es la función buscada. 
Para pequeñas Р la ecuación (1 
el espacio С (0, 1] (en virtud del 


¡ene sólo la solución nula en 
cipio de las transformaciones 
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contractivas). Esto significa que para Р pequeñas [а barra no se 
deforma. Sin embargo, para fuerzas superiores a la llamada fuerza 
crítica de Euler, surge la flexión. La fuerza crítica de Euler es preci- 
samente el valor de la bifurcación. 

Como ejemplo de determinación de los puntos de bifurcación 
consideremos la ecuación no lineal 


і 
q 69) =A È pOH? cO] at. @) 
à 
Hagamos 
: 
C= Vie cot cn at. 
Entonces. " 
9 (0) = СА, (3) 
у la ecuación (2) se reduce а la ecuación algebraica 
САС MC. а 


De (4) se halla que 
C, 


de donde, segün (3), 
qeu quai y mx. 


De este modo, para O< À< 1, la ecuación (2) admite soluciones rea- 
les no mulas. Para A==1, ésta tiene sólo la solución пша ==0 
(triple). 

De esta manera, para todo O « e < 1, el número A=1—e es una 
raiz caracterirstica de la ecuación (2), a la cual le corresponden dos 
funciones propias: 


Cu 


EE o mcs 
su qus e E 
donde e 1—A. Esto significa que el punto A¿=1 es un punto de 


bifurcación de la ecuación (2). También se pueden definir los puntos 
de bifurcación de las soluciones no nulas de las ecuaciones inte- 
grales no lineales. 


Hallar los puntos de bifurcación de las soluciones de 
las ecuaciones integrales: 
1 


МО xE (e (0) 3-20) d. 


ò 


: 
230. ф(х)= 2. | (3x—2)1 (9 (0) 4-4" (0) dt. 
à 


229. (р(х) 


(Para más detalles sobre los puntos de bifurcación véase 1121) 
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5 17. Resolución de las ecuaciones integrales homogéneas 
con nücleo degenerado 


La ecuación integral homogénea con núcleo degenerado 


ӨГ n 
se поно eos b 


I 


tiene sólo la solución nula q (х) --0, cuando el parámetro А mo es su 
raíz característica (es decir, А (А) % 0). 

Si, en cambio, X es una гайг característica (o sea, A(A)=0), la 
ecuación (1) tiene, además de la solución mula, soluciones no nulas, 
que son funciones propias correspondientes a dicha raiz característica. 
La solución general de la ecuación homogénea (1) se obtiene como 
combinación lineal de estas funciones propias. 


Ejemplo. Resolver la ecuación 
л 


фо) А y (cos? x cos 21 + cos? 1 cos Зх) q (4) d —0. 
à 


Resolución, Las raices caracteristicas de la ecuación dada 
4 | ч : 
son AL, Аз=-у-› y las funciones propias respectivas tienen la 


forma 


Фа (0) = cos? х, — qu (x) = cos Зх. 


La solución general de la ecuación será 


ф(х) =C costr, si Аер 
ФОО--СсовЗх, si A; 


p) =0, si 


donde C es una constante arbitraria. La última solución nula se obtiene 
de las soluciones generales para C —0. 
Resolver las ecuaciones integrales homogéneas siguientes: 


231. ф(х) — | cos (x + 0) 9 (1) dt — 0. 
à 


1 
232. ф(х)--3 | arccos xp (£) dt — 0. 
à 
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m 
233. «(9 —2 | HR di =0. 
D 
: 
234. p) — 1. | |x| p (dt —0. 
i 


235. ф(х) +6 { (2—20) (0) dt — 0. 
ф 


$18. Ecuaciones simétricas по homogéneas 


La ecuación integral de Fredholm de segunda especie, no homo» 
génea 


П 
PA È KG беа =f) [ny 
à 


se llama simétrica, si su múcleo K (x, £) es simétrico: K (х, () e K (f, x). 

Si f(x) es continua y el parámetro А по coincide con las raices 
características A, (n—1, 2, ...) de la ecuación integral homogénea 
correspondiente 


" 
то) V KG 0040, Q) 
H 


entonces la ecuación (1) tiene una solución continua única, que viene 
dada por la fórmula 


v) [07A ғ 


2) 
donde (р, (x) son funciones propias de la ecuación (2), y 
^ 
an= È F) Pn (x) dx. 2) 
4 


La serie del segundo miembro de la fórmula (3) converge en forma 
absoluta y uniforme en el cuadrado a «x, f <b. 

Si, еп cambio, el parámetro А coincide con una de las raices 
características, por ejemplo, =. de rango q (multiplicidad de la 
raiz Ад), la ecuación (1) no tiene, en general, soluciones. Las solucio- 
mes exislen cuando, у sólo cuando, se cumplen las q condiciones 


" 
Q. бујне, 6 }/ Pa 6) 4к--0 6 


(т=1, 2,...‚, 4), 
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es decir, cuando la función / (х) es ortogonal a todas las funciones 
propias que pertenecen a la raíz caracteristica Ap. En este caso, la 
ecuación (1) tiene un conjunto infinito de soluciones, las cuales con- 
tienen q constantes arbitrarias y se dan por la fórmula 


Фо)-109-43 Y Cn б) Cur. (0) + 


б=т 


+ Coge (0 +... Сафа (9), (9) 


donde Су, Ca, ..., C, son constantes cualesquiera. 
En el caso де un' núcleo degenerado 


K (x, 0= У а, (хуз (0, 
P 


las fórmulas (3) y (6) contendrán en los segundos miembros sumas 
finitas en lugar de series 

Cuando el segundo miembro de la ecuación (1). es decir, la función 
104) sea ortogonal a todas las funciones propias qu (х) de la ecuación 
(2), la solución de (1) será la misma función: ф(5-- (а). 


Ejemplo 1. Resolver la ecuación 


i 
ооа { ко, Du (dt ==, 0) 
à 


donde 
х(-0, ч 0«x«t, 


ке 0-1 10—10), si tex«l. 


Resolución. Las raíces caracteristicas y las funciones propias 


respectivas tienen la forma 
As m —л?л%; Фа (x) == sen anx, п 2p, see 
Si 4 A ha. la solución de la ecuación (1) será 
ө isa sen nas. o 
E 


Hallemos los coeficientes de Fourier a, del segundo miembro de la 
ecuación: 
1 


1 
( 
ње = зеп rn f aa (E 
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Sustituyéndolos en (2), se obtiene 


Ay Con 


n CE aas n "л 


q6)—x— 


n (1) no tiene soluciones, puesto que 
туна 
na 


Para А= — пала, la ecua 


#0. 


Ejemplo 2. Resolver la ecuación 
] 
€06)—A È K (x, 1) q (0 dt — cos nx, 
à 
donde 
ђе 0Ocx«t, 
(4-1) х, 16х41. 


Resolución. Las raíces características son: 
Ad, А пада (0-1, 2, . 


кү, o-[ 


Las funciones propias respectivas serán: 
че 00-05, фа (X) - sen пл ent cos пл (n 


Si А1 y А лл 
forma 


24). 


solución de la ecuación dada tendrá la 


= 
a kun 


€ (0) = cos ax—À E У 
а 


(ѕепллх - пл соз „ој ў 


у сото 


14e 
1+ 


-—— 
: 


1 o, 
a= j cos лх (sen nz ++ пл cos anx) dx = ( E 


tendremos que 


LIS os aa | 


(sen ax n cos ло]. 


Гараг А 


Para À—1 y A= — n? (п = 1) la ecuación no tiene soluciones, puesto 
que su segundo miembro, es decir, la función cos ax, no es ortogonal 
a las funciones propias respectivas 


фе (х) =е*, qı (х) sen лх | л cos aux. 
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Si, en cambio, A= —n*a*, donde n=2, 3, ..., la ecuación dada 
tiene un conjunto infinito de soluciones, que se dan mediante la 
fórmula (6): 


qQ) = соз лх +А [5 з-ды (sen лх + л соз a] de 


+C (sen anx 4-1 cos naX), 
donde C es una constante arbitraria. 

En ciertos casos, la ecuación integral simétrica, no homogénea 
puede ser reducida а un problema de frontera no homogéneo. Esto 
uede hacerse cuando el núcleo К (х, £) de la ecuación integral es la 
función de Green de cierto operador diferencial lineal. Mostremos соп 
un ejemplo cómo se realiza esto. 


Ejemplo 3. Resolver la ecuación 
1 


фол Ко, бф) oet, a 
è 
donde 
вх 5—10) ока, 
sh! 
Ки n= n(x 
tax=l. 


Resolución. Escribamos la ecuación dada en la forma 
1 


а өнөө 10—004. 0) 


x 
Derivando dos veces, se halla 


y ee А0 || sh tq (0) dt + эг D on se (9) + 
E 


+ o ar sh(x—1) e (x) 
ї 


qm ED (анаа + 
ә 


n 
A Achai 
ЭЭД nao neca RED хе (Y 
H 


Achx 
shl 


sh (х— 1) Ф (х) 
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о bien 
q^ ад —e* 4-9 (x) + А (x). 
Haciendo x=0 y x=1 en (2) se obtiene que p(0)=1, p(1)=e. 
La función buscada q(x) es la solución del problema de frontera no 
homogéneo 
47 0)--0-4-1) ф(х) =e, (3) 
Ф(0)-41,  ф()=е. (4) 
Consideremos los casos si 


) A+ 1=0, es decir, A= —1. La ecuación (3) tiene la forma 
Ф" (x) —e*. Su solución general será 


ф(х) = Сух + C, Бех. 


Teniendo en cuenta las condiciones de frontera (4), рага la deter- 
minación de las constantes C, y C; se obtiene el sistema 


ientes: 


сн! 
С, +С. ее, 
cuya solución tiene la forma С, =0, С, =0 у, рог lo tanto, 
g (0) =ех. 


2) 341 > 0, es decir, А > —1. А #0. La solución general de la 
ecuación (3), será 


9 6) — C, ch V TFR --C sh ТЕХ x— S. 
Las condiciones de frontera (4) dan el sistema 


! 
с—+ 


Cich УТ-Е%-+С, sh V T3 EX — — 


>| 


para la determinación de C, y Cy, de donde 
А 1 e—chy IFA 1 
[re L ( i) 
x ИГЕ CUR 


Después de transformaciones sencillas, la función buscada q (x) se 
reduce a la forma 


1\ h ИТЕ) ех 
-—[ÓBX]—————————. 
9G) ( ++) НЕ A 


3) А+1 < 0, es decir, А< —1. Designemos А -4-1 
lución general de la ecuación (3) será 


ex 
q (х) == C, cos ux + С, sen ux + TEE 
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Las condiciones de frontera (4) nos dan el sistema 


C, cosp 4 Casen p =e а 


а su vez, son posibles dos casos 
[EE de la ecuación sen n — 0. 
lonces 


а) 
En 


тра’ 
у, рог lo tanto 
E 


| 
х ; | cos px = 
ЯА 


3-1. 
s raiz de la ecuación хепи 0. es decir. и — пл (a -1,9,...). 
El sistema (5) es incompatible у, por consiguiente, la ecuación dada 
(1) no tiene soluciones, 
En este caso la ecuación integral homogénea correspondiente 
1 
X KG. Dq (ndr 0 (6) 


à 


рал 


tendrá un conjunto infinito de soluciones no triviales, es decir, los 
números А, = — (I-t-*:*) son raices caracteristicas, y las soluciones 
respectivas pu (x) =sennax son funciones propias de la ecuación (б). 


Resolver las siguientes ecuaciones integrales simétricas 
no homogéneas: 


i 
236. e KG Dp Odi ^. 
$ 


x 


Kix, 0-10 
ЗЭ. 


Д 
37. p+ 6 К(х, D (fdt = хе“, 
à 


hxsh(.—t 
"S me, ох, 
577771 ззёзһ(х—1) e 
MAT («01 
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1 
238. ф(х)--3 VK (s, f) e(f)dt 9 x—1, 
è 


_[х—4, 0<x<t, 
Kee lt—x, t<x<l. 
лг 


239. p(x)—2 | K(x. 1) e (0 dt = cos 2x, 
Ы senxcost, О<х<#, 
ке = sen / cos x, <<. 
а 
240. ф(х) —4 V K(x. Оса =], 
à 


| senxcost, Os «t, 
lsen£cosx, {<х<л. 


1 
241. p (x)— | K(x, t) e (dt =x, 
3 


+1903), Ost 
Ke imr Ma ЭРЭЛ 


хав ec — Kt. 1) 9 (Оа = sen x, 
à 

K(x °-{ sen (3) sen (1—5), 0<x<t, 
mo (ie) E inn 
А 


243. ф(х) — | Kix, Оф()41--5ї х, 
4 


_)— е энх, ох! 
Kw nA erect, teal. 


K(x, )= 


à 
244. ф(х) А | K (x, D e(0dt —chx, 
è 


6-1 
Ө:84-0, ох, 
K(x, )= 


ch? ch(x—1) 
эһ 1 Е 


t< 
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245. ф(х)— C Ix — tle (o dt — 1. 
č 


§ 19. Alternativa de Fredholm 


Para јаз ecuaciones integrales de Fredholm tienen lugar los 
siguientes teoremas: 


Teorema | (alternativa de Fredholm). О bien la 
ecuación lineal no homogénca de segunda especie 


д(9-3| Ки, 0041700 9 


рше «е 

А 

уб)-3 Ко, одао (2) 
à 


tiene, por la menos, una solución по trivial, es decir, no idéntica- 
mente nula. 


Teorema 2. Si para la ecuación (1) tiene lugar el primer 
caso de la alternativa, éste tiene lugar también para la ecuación 
conjugada 


b 
р) А {к (t, хур) dt =g (x). (3) 
4 
La ecuación integral homogénea (2) y su ecuación conjugada 
» 
pwa fK xp (di —0 [2] 


tienen el mismo número finito de soluciones linealmente independientes. 


Observación. Si las funciones ф (х), фе (х). ... , ф„(х) son 
soluciones de la ecuación homogénea (2), su combinación Ипеа! 


9G) = Суф (2) + Capa (0)... Сафа 6) = У) Car (2). 
© 


donde C, (8-1, .. n) son constantes arbitrarias, es también 
una solución de dicha ecuación. 


Teorema 3. La condición necesaria y suficiente de existencia de 
una solución p(x) de la ecuación no homogénea (1). en el segundo 
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caso de la alternativa, ез la condición de ortogonalidad del segundo 
miembro de dicha ecuación, es decir, la función f(x), hacia cualquier 
solución y (x) de la ecuación homogénea (4), conjugada hacia la (2): 


b 
ў FG) vb (x) dx — 0. e 


Observación. Si зе cumple la condición (5), la ecuación (1) 
tendrá un conjunto infinito de soluciones, puesto que dicha ecuaciór 
será satisfecha por cualquier función de la forma Ф (х) --Ф (х). donde 
p(x) es alguna solución de (1), y ф(х), cualquier solución de la 
ecuación homogénea correspondiente (2). Además, si las funciones 

а (r) Y qe (9) satisfacen a Га ecuación (1), entonces, en virtud de la 
inealidad, su diferencia qu (х)--4: (x) es una solución de la ecuación 
homogénea correspondiente (2). 

La alternativa de Fredholm tiene una importancia particular en 
la práctica. En lugar de demostrar que la ecuación integral dada (1) 
posee solución, es más sencillo demostrar, con frecuencia, que Ја 
ecuación homogénea correspondiente (2) o la ecuación conjugada 
a ésta (4) tiene sólo solución trivial. En virtud de la alternativa de 
Fredholm, de aquí se desprende que la ecuación (1) tiene efectivamente 
solución. 


Observaciones. 1) Si el núcleo K(x, 1) de la ecuación 
integral (1) es simétrico, es decir, si K(x, 1)=K(f, х), la ecuación 
homogénea conjugada (4) coincide con la ecuación homogénea (2) 
correspondiente a la (1) 

2) En el caso de una ecuación integral no homogénea con núcleo 
degenerado 


» n 
waf l У aw no] оба = од, 
21 


la condición (5) de ortogonalidad del segundo miembro de ésta da 
las n igualdades 


n 
{роь а=0 (k=l, 2, 0... m. 
Ejemplo 1. 
1 
q)—A { (5x2—3) t? q (1) dt = ех. 
à 


Resolución. Tenemos que 
ф(х) = СА (5х2 —3) 465, [0] 
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donde 
1 
с= ђ аро dt. 15) 
à 
Sustituyendo (2) en (1), se obtiene que 
П 1 
= бу | (524—312) dt + j ага, 
à à 


de donde 


La ecuación dada liene la solución ünica 
ф(х) — 5. (e—2) ($53: —3) ех, 


para À cualesquiera, y la ecuación homogénea correspondiente 
] 
фо) А { (5х2 —3) Mg (1) dt =0 
à 


tiene sólo la solución nula y (x) ==0. 
Ejemplo 2. : 
ф(х) А (зеп In xq (0) dt — 2x. 
à 
Resolución. Tenemos que 
q (x) = СА sen In х-4-2х, 
1 
donde с={ om dí. Sustituyendo la expresión Ф (t) en la integral, 
9 
se halla que 


П 
с=с» { зеп!п! й+1, 
à 


с(1+ i-e 


Si А x —2, la ecuación dada tiene la solución ú 


de donde 


2). 
ag =F х 
Xsen In х--2х, y la ecuación homogénea correspondiente 


n 
ФО)-3 (зеп Inxg(f)dt-0 
à 


tiene sólo la solución пша Ф (x) 20. 


$ 19. ALTERNATIVA DE FREDHOLM 121 


Si, en cambio, А=— 2, la ecuación dada no tiene solución, 
puesto que el segundo miembro f (х) =2х no ез ortogonal а la función 
sen Inx; la ecuación homogénea tiene un conjunto infinito de 
soluciones, puesto que de la ecuación para determinar С:0.С--0 зе 
deduce que С es una constante arbitraria; todas estas soluciones se 
dan por la fórmula Е 

q()-—Cseilnx — (£—— 2С). 


Ejemplo 3. 


л 
Ф) —А V cos (х4-0) q (0 dt = cos Зх. 
à 
Resolución. Escribamos la ecuación en la forma 
2 
ф(х) А { (cos x cos t — зеп x sen 1) q (1) df = соз 3x. 
à 


De aquí se halla que 


donet ф(х) = С.А cos x —С,А sen x ++ cos Зх, (0 
Р а 

с, È e 0 cos t at, Сун 90 sen tdt. e) 
à i 


Sustituyendo (1) en (2), se obtiene 


(Сү cos t — C4À sen 1 + cos 3t) cos t df, 


С, = È (Са cos 1 — С, sen t+ cos 31) sen t dt, 


eoa 92 


de donde 


о bien 


(3) 


1229 CAPITULO II. ECUACIONES INTEGRALES DE FREDHOLM 


El determinante de este sistema es igual а 


AZ 0 
AM) * 


a 
TE us 
о HEAT 


1) Si AE x Зао # 0), el sistema (3) tiene la solución ünica 


Сл =0. C,—0 y. por lo tanto, la ecuación dada posee la solución 
única « (х) = cos 3x; la ecuación homogénea correspondiente 


is 
(03 | cos (+N ф (0) dí =0 Ф 
д 


tiene sólo la solución mula ф(х) =-0. 


2) Si iei. el sistema (3) toma la forma 
| сео—0, 
1 сувд. 


De aquí se deduce que C,=:0, у C,- C, donde C es una constante 
arbitraria. La ecuación dada liene un conjunto infinito de soluciones, 
que se dàn por la fórmula 


C:cos x+ cos Зх 


o bien 


“cos x + cos 3e (2 E); 
T 


la ecuación homogénea correspondiente (4) tiene el conjunto infinito 
de soluciones Ч 
q (x) = Č- cos x. 


3) Si & —— 2, el sistema (3) toma la forma 
( 2.C,=0, 
0.C¿=0, 


de donde C, —0, С.С. siendo C una constante arbitrar 
La solución general de la ecuación dada tiene la forma 


Z С-леп х cos 3x 


Ф(@)- 


à bien 
ф(х) == C-sen x + соз 3x ( 
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En este ejemplo el núcleo Кеб 1) cos (x+ 0) de la ecuación dada 
es simétrico: K (x. () — K (1, x) el segundo miembro de la ecuación, 
ES deci, la función (ecos de es ortogonal a las funciones cosx 
y sen x en el segmento (0, л). 


Estudiar la resolubilidad de las ecuaciones integrales 
siguientes, para diferentes valores del parámetro А: 
E 


246. ф(х) — à | сок 04-1. 


247. ф(9- | xe'g (t) dt =x. 


1 
1 
= 
248. ф(х)—). ^ 


яф) dt.— x. 


H 
249, р(х) — 2 V (2x1 — 4x2) q (1) dt = 
à 


1 
250. р(х) —2. | (2--2х0 q (1) di — 
| 


зү 005 хсо51 
(л 


зеп 2х sen 20 54 


> q (1) dí = sen x. 
П 
252. (0) 2 K(x, 1) (dt — 1, donde 
à 


л | chx=sht, 0<x<tf, 
K(x, t) = 
усћезћх, t<x<l. 
§ 20. Construcción de la función de Green 
para las ecuaciones diferenciales ordinarias 
Sea dada la ecuación diferencial de n-ési 


Lily]: ро (0) uy? pp (х) yn 
donde las funciones p, (x). p 
po (X) # 0 en (а, b], у las condiciones de frontera 
Vy (у) — oy (а) E ај! y (a) + "y! (a) Duy 0) ++ 
n 


APOYO |... BET ym mq k=l, 2, (n) (2) 


10 orden: 
kp, 0) 9-0, q 
-+ Pa (X) son continuas en (a, b], 
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donde las formas lineales Vi, .... V, de y (a), y' (а), ... , 9^7 (a). 
y (b). ..., y- (5) son linealmente independientes. 

Supondremos que el problema homogéneo de frontera (1)—(2) 
admite sólo la solución trivial у(х) =0. 


Definición. Se llama función de Green del problema de [гоп- 
tera (1) —(2) a la función G (х, E), construida para cualquier punto E, 
а < E< b. y que posee las cuatro propiedades siguientes: 

T^. G(x, E) es continua y tiene derivadas continuas con respecto 
a x hasta de (n—2)-ésimo grado inclusive para a < х « 

2". Su derivada (п — 1)-ésima con respecto a x tiene una discontinui- 


dad de primera especie en el punto x=}, siendo el salto igual а 
es decir, 


1 
Ро) 


an- G (х. y 
2:407 Окт 


П 
= Ч 3) 
Ра È) а 
. En cada intervalo (a, E) y (E, b], la función G (x, E), conside- 

m como función de х, es una solución de la ecuación (1): 


1.(0|--0 (4) 
4%, G (x, E) satisface а las condiciones de |гопіега (2): 
у(б)=0 (k=1, 2, ..., п). (5) 


Teorema 1. Si el problema de frontera (1)—(2) tiene sólo la 
solución trivial y(x)==0, el operador L posee una, y sólo una, función 
de Green G (x, E). 


Demostración. Sean uj (х), v(x) ‚ йн) soluciónes 
linealmente independientes de la ecuación L [y] = 0. Entonces, en virtud 
de la propiedad 3°, la función buscada уо en tos” intervalos 
la, E) y (E, b] debe tener la siguiente forma: 


G(x, E) =41Y1 (х) + ase (5) +++ HQ (х) para ax E 


G (x, E) = bun (х) + beya (X) -H -+ Фау (х) para Ee x < b. 


Aqui а, az. ba b, son ciertas funciones de E. La 
continuidad d n G (x, d y de sus primeras л—2 derivadas 
respecto a x en el punto x da las fórmulas: 


bn ©- gren КО. H antn 91520, 


Toi PEH -Hon " ? 9] — [auf ? Q)-- Hanya" 
y la condición (3) toma la forma 


ви” 9+... Rb. n (01- 
На @+... aw elem. 
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Haciendo су (5) == b (E) —ag (8) (k=l, 2, 
de ecuaciones lineales con respecto a cp (E): 


си (ОД (EE > > сну (E) = 0, \ 


л), se obtiene un sistema 


сай E teana (+... Henya (=, | 
ПРЕ шээг 9 
cut Great "(Q4 сй? (E) =0, L 
1 
"m eo e Qe o | 
сайд (ce? O sse 79 [3] 
E! байма del sistema (6) es igual, al valor del wronskiano 
W (y · + Yn) en el punto х= Ё, por lo que es diferente de cero. 
Por БН е! "sistema (6) determina ivocamente las funciones c (E) 
(k=1, 2. ..., n). Para hallar las funciones a, (5) y би (E) se utilizan 
las condiciones de frontera (2). Escribamos V, (y) en la forma 
Ук (у) = Ак GY-- By (9). Mm 
donde ` . 
Ak (у) = ary (а) ад у (а) +. :. ад“ yim m (a), 


Ве (y) = Bay (9) A BY (b) -PET yin (6). 
Entonces, en virtud de las condiciones (5). se obtiene 
Ук (G) = аз Ag (n) Богда (9) -Han Ar (Yn) + 
+b: By (41) +b:Bp (и: +buBr (Yn) =0 (k= 
Teniendo en cuenta que ад х= а — сь. tendremos que 
(Фа — c1) An (и) + Фа — 62) Ак бә) + + bn — сл) Ак Qu) + 
+В» (Y) + dB Q2) +... БВА (у„)=0 (k=l, 2, sis, n). 
De aquí у еп virtud де (7), 
by Qi) + b:V (из) t- e buV (ул) = 
== су Ag QU) CAR (9) EEC (иа) (61. 2, ... „ п). (8) 


Obsérvese que el sistema (8) es lineal con respecto a las magnitudes 
by, ss, ba. El determinante de éste es diferente de cero: 

Vi) Уз) .- Уз) 

Үз) Vau) ... Vou) 


#0, ө) 


Va (уд Va (y) Va (Ya) 


en virtud de nuestra hipótesis sobre la independencia lineal de las 
formas Үү, V. 

Por lo tanto. cl sistema de ecuaciones (8) tiene solución única 
con respecto a b, (3). b. (E), b, (E), y como a, (E r (5)--сд (8). 
las magnitudes а, (E) (& — i, 2. .... n) se determinan tais АН: 
camente. Con esto quedan demostradas la existencia y la unicidad de 
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la función de Green G (x. E), así como también se ha dedo un método 
de su construcción. 

Observación 1. Si el problema de frontera (1)--(9) es aulo- 
conjugado, la función de Green es simètrica 


G(x, Gl x). 


Es válida también la afirmación reciproca. 


Observación 2 Si en uno de los extremos del segmento 
la, bj el coeficiente de la derivada de orden mayor se anula, por 
ejemplo, po (а) --0. entonces se plantea la condición natural de frontera 
de que la solución sea acotada para хе и, y cn el otro extremo se 
da la condición común de frontera (véase más abajo el ejemplo 2). 


Caso particular importante 


Consideremos la construcción de la función de Green para la ecua- 
ción diferencial de segundo orden de la forma 


PY equ 0 
р(х) 2 0 en la, bl, РООЄС 


con las condiciones de frontera 
gia): yib) -0. an 


solución de la ecuación (10), determinada 


[T 00) 


Supongamos que уу (x) es 1 
por las condiciones iniciales 


а (а) 2.0, д (а) а a2) 


Esta solución, en general. no satisface а la segunda condición de 
frontera; por ésto, supondremos que y, (b) 7 0 *). Pero las funciones 
de la forma Cin (х). donde €, es una constante arbitraria, son, ev 
dentemente, soluciones de la ecuación (10) y satisfacen a la condición 
de frontera 

уа) 0. 


Análogamente, hallemos una sol no nula уз (x) de la ecu 
que satisfaga a la segunda condición de frontera, es decir, 


и: (0) аз) 


Esta misma condición será satisfecha por todas las soluciones de la 
familia Cay, (x), donde С. es una constante arbitraria. 

Ahora, la tunción de Green para el problema (10)—(11) se busca 
en la forma 


ción (10) 


$ Сид (x) para а= 
G6 ®=\ Cu (x) para Ё 


aa) 


*) La suposición de que s, (b) = 0 corresponde, en el caso general, 
a la hipótesis de que el problema de frontera (1)— (2) posee sólo 50: 
lución trivial (véase más arriba el teorema 1) (У. del T.). 


$ 20. CONSTRUCCION DE LA FUNCION DE GREEN 197 


y las constantes C, y C; se eligen de forma que se cumplan las рго- 
piedades 1° y 2", es decir, que la función G (x, E) sea continua соп 
respecto a x para E fija; en particular, que sea continua en el punto 


хэв 
Сил (0 = Cu. (E) 


y que G; (x, E) tenga en el punto x=Ẹ un salto igual а 865 


Сш — Сил G) 


Р( 
Escribamos las dos últimas igualdades asi: 
— Cy (E) +С (E) — 0, ® 
: : 1 
B 201 ‹ 
un @ + Cus @ = ту. 
El determinante del sistema (15) es el wronskiano W [уу (х), Ya (0)] = 
— W (x), calculado en el punto x==E, para las soluciones linealmente 
independientes y, (x) e ya (x) de la ecuación (10), lo que significa que 
es diferente de cero: 
ГАСҮЛЭ 


de manera que las magnitudes C, y С, se determinan inmediatamente 
del sistema (15): 


- Ln 
у Сере (0) 


Sustituyendo las expresiones para C, у С; en (14), obtenemos defini- 
tivamente А 
(х) ys (E) 
"vp: ceret 


B an 
EEP rere 


G (x, E) 


Observación 1. Las soluciones y, (x) e y, (х) que hemos es- 
cogido de la ecuación (10) son linealmente independientes, en virtud 
de la hipótesis de que y, (b) = 0"). 

En efecto, todas las soluciones linealmente dependientes de y, (x) 
tienen la forma Сууц (X) y. por consiguiente, рага C, 7 0 no se anulan 
en el punto x — b, en el cual, de acuerdo con nuestra clección, la solución 
Ya (0) se anula. 


Observación 2. El problem: de irontera para la ecuación de 
segundo orden de la forma 


Y (х) + ру 009" (х) + ps (х) у (х)=0 (18) 
y con las condiciones de frontera 
y(a)=A, y()—B (9) 


se reduce al problema considerado (10)—(11) así: 


*) Vease la nota al pie de la pág. 126 (М. del T). 
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1) La ecuación lineal (18) se reduce a la forma (10) mediante la 


n 
multiplicación de (18) por p (x) c4 ^'^" (como g(x) debe tomarse 
р(х) pa (х)). 

2) Las condiciones de frontera (19) se reducen a las condiciones 
nulas (11) mediante el cambio ous js variables 


20-405 
Al efectuar dicho cambio, la ona de la ecuación (18) no se 


altera, pero, a diferencia de la ecuación (10), ahora oblenemos una 
ecuación con segundo кин хо = 1 (x). donde 


по [а 


4 (с—а)—А 


Sin embargo, la función de Green se construye para el problema de 
frontera homogéneo L [2] = 0, ar ) == 0, la cual coincide entera- 
mente con el qn (10)—(11). 


Ejemplo 1. Construir la función de Green рага el problema 
Ла олом 


иг (5)--0, [0] 
v0) =y (0) — 0 
пси 4-1 a 


Resolución 1. Demostremos, ante todo, que el problema de 
frontera (1)--(2) tiene sólo solución trivial. En efecto, el sistema fun- 
damental de soluciones de la ecuación (1) es 


n=l, n (х) х, ya (х) ==, y, (х) = 
de manera que su solución general tiene la forma 
уб) = A+ Вх Cx? + Da*, 


donde А, B, С, D son constantes arbitrarias. Las condiciones de fron- 
tera (2) nos dan cuatro igualdades para determinar А, B, C y D: 


a, (3) 


De aquí se tiene que A=B=C= Ё 
De este modo, el problema (1)—(2) tiene solamente la solución 
trivial y (x) x0; por lo tanto, para éste se puede construir una (y 
además, sólo una) función de Green G (x, E). 
2. Construyamos ahora la función de Green. Ulilizando el sistema 
fundamental de soluciones (3), representemos la función buscada de 
Green en la forma 


G (х, E) 
G (x, E) 


а Паре apat ace рага Оха, 0) 
ц.1--8:-Х--8,-32-1-8,-х3 para baral, 6) 
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siendo ар, as, аз, ад. Dj, bs, ba, b, funciones de E por ahora descono- 
cidas. Hagamos сь (5) = bp (Е)--0:() (k —1, 2, 3. 4) y escribamos el 
sistema de ecuaciones lineales para hallar las funciones ср (E) (véase 
el sistema (6) en la pág. 125): 


ES з —0, 


Ч rede Os 
Miss ЭН | © 
“6—1: 


Resolviendo este sistema, se obliene 


AFP eo 


m 


ao 0-4 


Apliquemos ahora la propiedad 4? de la función de Green, precisa- 
mente aquella que debe satisfacer a las condiciones de frontera (2), es 


decir, 
G(0 0-0, С, (0, E 
са. 9-0, G, C. X) 
En nuestro caso estas igualdades toman la forma 


“бү 
ар, 

bol bad ба = 0, | (8) 
ba + 3b, 0: 


Сото c, —5,—a, (8--1, 2. 3. 4), de (7) y (8) se halla: 


av b -4s DEL 


1 ПИЕ, 


E 


para Ex « l, 
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de manera que G (x, 53-40 (5. x), es decir, la función de Green es 
simétrica. Esto hubiera podido afirmarse de antemano, puesto que el 
problema de frontera (1)—(2) es autoconjugado 

Recomendamos al lector que demuestre esto por su cuenta, Ade- 
más, aconsejamos verificar que la función de Green hallada satisface 
a fas propiedades 17, DS a^ enunciadas al definir ésta. 

Ejemplo 2. Construir la función de Green para la ecuación 
diferencial 

о (0) 


xy 
con las condiciones siguientes: 


үх) está acotada para x => 0, 
y) = ay (1), a = 0. (2) 


Resolución. Hallemos, primeramente, la solución general de 
la ecuación (1) y demostremos que las condiciones (2) se cumplen 
sólo cuando 

uo 0, 


En efecto, denotando y'(x)- z(x). se obtiene 1220, de donde 


a 
пае теу dnx, z=, por lo que 
x 


ЛЭЛТ (3) 


Está claro que la función y (x), determinada рог la fórmula (3), sa- 

tisface a las condiciones (2) solo para сү c¿==0. Por consiguiente, la 

función de Green puede ser construida para el problema (1) (2). 
Escribamos formalmente 0 (x, E) en la forma 


1 uling рага 0 < x= 
)- ibi Бах рага хє. (Mm 


бе. 


dad de G (x, 3) para x=E se obtiene 
by? ва Е—а a In E--0: 


De la cont int 


el salto de Оу (x, E) en el puuto х= es igual a — , de forma que 


Haciendo 

а—ђ—а. о= 6) 
tendremos que 

(оће; 
Col, 

de donde 

e= 1а, (6) 
Apliquemos ahora las condiciones (2). La acotacón de G(x, E) para 
x-» 0 nos да а, 0, y de la condición G (x, З) саб; (x, E) se ob- 


tiene b, — ab,. Teniendo en cuenta (5) у (6), se oblienen los valores 
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de todos los coeficientes en (4): 
a=a+ ing, а,=0, b,—a, b 


De este modo, 
Снн 


0cx«t. 
Esx<l. 


Ejemplo 3. Hallar la función de Green del problema de'fron- 


tera 
у" ()+Ry=0, 
y(0)=y(1)=0. 


s fácil convencerse de que la solución y, (x) sen kx 
satisface a la condición de frontera y, (0)--0, у la solución y, (х) = 

па Send (sI), а la condición ya (1—0, siendo, éstas linealmente іп. 
dependientes. Hallemos el valor del determinante de Wronsky para 
sen kx y sen k(x—1) en el punto х=: 


ЭЭС sen АЕ sen k (S — 1) 
(= peit ETU је = k [sen 8 cos k (3— 1) —sen k (—1)X 
X cos RE] = k sen ko 


Obsérvese, además, que en nuestro ejemplo es р (х) == 1. Рог esto, se- 
gün (17), se obtiene que 


) sen kx хэрэ 
GG. Y ksenk t сел. 
T sen ЊЕ -зеп k (x —1) Р?” 
12 ? => 


Establecer en los ejemplos siguientes si existe о по la 
función de Green para el problema de frontera dado y, si 
existe, construirla. 

253. 

254. 

255. 

256. 

257. 

258. 

259. 1 


#01). 


0; и(0) ums 
y(0)=0, y(1) 
280. | 5 40) — у), y (0 
261. Ч (k = 0); у(0)--1 
262. y” | y — 0: 000) y (1). 4/(0) 
263. y" 5; 000) =y (1)-=0, y (0) y (1) —0. 
264. y (0) = hy (0), y (1) = — Hy (1). 


y 
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265. хау" | 2xy' 
y() = (1) 


266. vy | базу" 2 бху" —0; y(x) está acotada para 
x—0, үү, (1-0, 


267. xy" | xy —y=0; у(х) está acotada рага x—0, 
y(1)=0. 
268. xy" 0—1 00; у(0) es finito, y(1)=0. 


0; y(x) está acotada para х--0, 


269. Ху” xy'—n*y = 0; y(0) es finito, y(1)=0. 

270. Un х— ђу'—ху + y = 0; y(0) es finito, y (1) = 0. 
zn. & |a loo ; y (0) 0. y (1) es finito. 

272. ху'- 1 =-0; у(0) está acotado, у() - 0. 

273. y —y=0; y (0) =y (0). Y) + А (0-0. 


(Considerar los casos À— 1. — —1, (515513) 


$ 21. Aplicación de la función de Green a la 
resolución de los problemas de frontera 


Sea dada una ecuación diferencial con segundo miembro: 
Lyle po (х) IO (5) И) Ье при (9409-1090) 
y las condiciones de frontera 


Vit) 0, 100 = 0, 


MOS (2) 


y consideremos, como en el $ 20, que las formas lineales Va, 


(А 
V, de y (a), y (а), ооо -D (а), y (9): Y (В), «ees 0973 (0) son fi 
nealmente independientes: 


Teorema, Si Gx, E) es la función de Green del problema de 
frontera homogéneo 


Liu 
Vew) 


CN 


la solución del problema de frontera (1)—(2) viene duda por la fórmula 


" 
yu) {оо ога [7] 
à 
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Ejemplo 1. Resolver el problema de frontera 
y (х) —и (х) = х. а) 
y (0)=y(1)=0, @ 
aplicando la función de Green. 
a) Veamos, primeramente, si existe о no la función de Green para 
el problema de frontera homogéneo correspondiente 
У ()—y(x)=0, а) 
y(0)=y(1)=0. e) 
Es evidente que yi (x)=e*, y, (x) —e-* es un sistema fundamental de 


soluciones de la ecuación (17). Por lo tanto, la solución general de 
dicha ecuación será 


y (x)= Дех Вет х. 


Las condiciones де frontera (2) зе satisfará 
© sea, y (x) 0. De esta manera, la funci 
b) Es fácil comprobar que 


shxesh(E—1) 


si, y sólo si, A 
de Green existe. 


shi шалыг 
$6 8-] эрни ! 9 
эһ 1 Sod 


es la función de Green del problema de frontera (17--(29. 
o, Ба solución del problema de frontera (1)=(2) зе escribe en la 
jorma 


y(x) а(х, &) dE, (4) 


donde G (х, E) se determina por la fórmula (3). 
Dividiendo el intervalo de integración en dos y sustituyendo en 
(4) la expresión de la función de Green a partir de (3), se obtiene 


E f 

_ {зл зн (е0 фзһхзһ(®—1) 60 

vos (ERE a E д. 
i 


2 | 
т Ї tnt (аера © 
: 


1 
r1 
Pero 


x 
{ EshEdi=xchx—shx, 
è 


1 
{зһ (5-1) Ф = 1 —2x ch (x— 1) 450 (0—1), 


H 
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por lo que 
1 
x)=} {sh (x— 1) pe ch x — 
y) = т [sh (х — 1) Lx ch x— sh x| + 


+shx[l—xch(x— 1) 4-58(х-0)1) 


Aquí hemos aplicado la fórmula 
з (а + P)=shach$ + chash fi. 


asi como tambien la no paridad de la función shx. 
Por verificación directa se comprueba que la función 


satisface а la ecuación (1) y 


Ejemplo 2. Reducir a una ecuación integral el siguiente pro- 
blema de frontera para la ecuación diferencial no lineal: 


Ps os y). (0) 
y (0) =y (1) =0. (2) 
Construyendo la función de Green para el problema 
y 0, (3) 
y (0) =y (1) 0, (2) 


se halla que 


„| Ф-0х. 
1-5. t 


Considerando el segundo miembro de la ecuación (1) como una función 
conocida, se obtiene 


G (х, 5) 


1 


ye) б. BEGY E) A 
: 


De este modo, la resoluci del problema de frontera (1)—(2) se reduce 
а la resolución de una ecuación inlegral no lineal de Hammerstein 
(véase el $ 15), cuyo nücleo es la función de Green del problema (3)— 
(2). La importancia de las ecuaciones integrales de Hammerstein re- 
Side, precisamente, en que la resolución de muchos problemas de fro 
tera para ecuaciones dilerenciales no lineales se reduce a la resolución 
de ecuaciones integrales de este tipo. 


Resolver los problemas de frontera siguientes, aplicando 
la función de Green: 


274. Y + у =х; y(0) =y (5) 
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275. y Y — 1; y(0)=y (0)=y"(1)=y"(1)=0. 
276. xy +y =x; у(1) =0(е) = 

277. y' 4 л®у=— созлх; y(0)=y(1). y (0)=4' (1). 
278. у'—-у = 2511; y(0)=y(1)=0 

279. y'—y —2e*; y (0) — y' (0). у()+у'()=0. 


280. Y +y =x"; и(д= (+) =. 


$ 22, Problemas de frontera que contienen un parámetro 
y su reducción a ecuaciones integrales 


En muchas investigaciones hay que considerar un problema de 
frontera de la forma 


Lu] — Ay 4h (х), Ш 
V, (y) =0 (6—1, 2, п), (2) 
donde 
LJ] po (х) y™ (x) py (x) gf 7 Op GO у(х), 
Va (9) = apy (а) Hak? y (а) +. 4-0 I y fa) 
E By (b) A Bk w^ (0) H- Ву ym) (#=1,2,....п) 
las formas lineales V,. Уу, V, son linealmente independientes): 


(х) es una función continua dada de x; A es cierto parámetro numé- 


"Para А (х) ==0 se obtiene el problema de frontera homogéneo 


Llyl= Ay. | 
Уү(0--0 (6—1, 2, ... п). | o 


Los valores de À para los cuales el problema de frontera (3) posee 
soluciones no triviales y (x), se llaman valores propios del problema de 
frontera (2). y dichas soluciones no triviales funciones propias corres- 
pondientes. 


Teorema. Sí el problema de frontera 


Lin 0. 1 
Ve) =0 (61, 2, .... m | [2] 


tiene la función de Green G (x, E). el problema de frontera (1)—(2) es 
equivalente a la ecuación integral de Fredholm 


» 
ио) А ac pum def o). 6) 
à 
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donde 


" 
го {оо DA. (6) 
3 


En particular, el problema de frontera homogéneo (3) es equiva- 
lente а la ecuación integral homogénea 


| 
уол | ск, у. 0 


Observación. Como G(x,E) es un núcleo continuo, a la 
ecuación integral se le puede aplicar la teoría de Fredholm. Por esto, 
la ecuación integral homogénea (7) puede tener no más de un conjunto 
numerable de raices características Аз, Аз. .... As. -.., las cuales no 
poseen punto de acumulación finito. Para todos los valores de A que 
по coinciden con las raíces características, la ecuación no homogénea (5) 
tiene solución para cualquier segundo miembro continuo f(x). Dicha 
solución se da por la fórmula 


h 


YEA | R Ба E 2) 
: 


donde R (x, & A) es la resolvente del núcleo G (x, 5). Además, para 
cualesquiera valores fijos de x y de 5 еп la, b] la función R (х, E A) 
ts meromorfa en A, y sus polos pueden ser Solamente las raíces carac- 
terísticas de la ecuación integral homogénea (7). 


Ejemplo. Reducir a una ecuación integral el problema de fron- 
lera siguiente: 


yy x (3) 
=, (2) ө. о 

vor) = 
Resolución. Hallemos, primeramente, la función de Green 

G (x, E) para el problema homogéneo correspondiente: 

y' 6)—0, 
a [5] 

==). 

yO «(5) 


Como las funciones y, (х) =х е n=} son soluciones lineal- 
mente independientes de la ecuación y” (5)--0 que satisfacen respec- 


tivamente a las condiciones y(0)=0 e y (5) --0, buscaremos la tun- 
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ción de Green en la forma 


ж (х) у: (5) 
"e vo ' ex 
ya (E) ya (x) 
у ' 


ixl, 
donde 


De este modo, 


Gi Ẹ = |: 


Seguidamente, utilizando la función de Green (4) como nücleo де la 
ecuación integral, para y (x) obtenemos la siguiente ecuación integral: 
л 


2 
YSEA | Gc 96) di. 
9 


Ocxe«t, 
(9 


л 
Perm. 


donde 


F= | Go, 5145- 


ela 


De este modo, el problema de frontera (1)—(2) ha sido reducido a la 
ecuación integral 


ЕЈ 


sex б, у 


o 


Reducir a ecuaciones integrales los siguientes problemas 
de frontera: 


281. y” = Ау; y0)=y (=) =0. 
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282. y” y ie; y (0) - g(1) —0. 

283. yp cos 01) My (0). 
284. y^ | hy Li; y0) =y (1), y (0) = 70). 
285. y'V Xy El; у(0) -y (0)—0, y (1) y" (1) = 0. 
286. y” Xy - 2x; y(0)=y(1)=0, 


у (0) = 0). 
287. y” | у= e^; y(0)=y' (0), у(1) 


$ 23. Ecuaciones integrales singulares 


La ecuación integral 


b 
«ере FAN KG DP () dt (у 
à 


la Mamaremos singular, sí el intervalo de integración (a, b) es infinito, 
o el núcleo А (x, 1) по es integrable (por ejemplo, en el sentido de 
(9). 

Para las ecuaciones singulares pueden tener lugar fenómenos que 
no tienen análogo en el caso de un intervalo finito (a, 6) y de un 
núcleo K (x, f) „bueno“ (continuo, о de Ls (Q)). 

Asi, Si el nücleo К (x, f) es continuo en Q faex, («b ya yób 
son finitos, el espectro de la ecuación integral. es decir, el conjunto 
de raices caracteristicas es discreto, y a cada raiz característica le co- 
rresponde un número finito de funciones propias linealmente indepen- 
dientes (las raices características tienen multiplicidad finita). 

Еп las ecuaciones integrales singulares el espectro puede ser con- 
linuo, o sea, las raíces características pueden cubrir intervalos enteros, 
y pueden ser raíces caracteristicas de multiplicidad infinita. 

Demostremos esto mediante ejemplos. 

Consideremos la ecuación de Lalesco-Picard 


Ф) = ( ezis- q e) dt. Q) 
El núcleo de esta ecuación К (x, f)—e-!*-'! posee norma infinita. 
En efecto, 


+0 10 so 1 


f È Ki паа | | erehensa- 


Si la función q (x) es derivable dos veces, la ecuación integral (2), 
que puede ser escrita en la forma 


fa. 


кюе 1 СТО ШҮ 


=> * 
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es equivalente a la ecuación diferencial 


970) 13-41) q (9) -0. о 
La solución general de la ecuación (3) tiene la forma 
$ G9) — Cet Cur [7] 
(С, у С, son constantes arbitrarias), donde 
r-yÓl [2] 


Aqui, para la existencia de la integral en el segundo miembro de (2) 
es necesario que |Re г| «1, es decir. que À sea mayor que cero 
para À reales. Por consiguiente, en la región de los números reales 
el espectro de la ecuación (2) cubre el intervalo infinito 0 < À < -+ oo. 
Cada punto de dicho intervalo es una гайг característica de la ecuación (2) 
de multiplicidad 2. Sin embargo, las funciones propias correspondientes 
mo pertenecen а la clase 1..(--40, -H се). 


Para А> 


2 
cos V EX Vx: para % — 3, se obtiene q (1) = C, 4-С, x. De este modo, 


las funciones propias, según (4), son sen V 2X— T x, 


para A 


i existen funciones propias acotadas en (— со, 1-0), Si, en 


cambio, la parte real de Y 1—2 es positiva y menor que la unidad, 
la fórmula (4), para cualesquiera constantes Ciy С, (C1-- C3 3 0), да 
una solución, no acotada еп (— cc, -- эо) de la ecuación integral (2). 
En este ejemplo se ve el papel fundamental de la clase de funcio- 
nes, en la cual se busca la solución de una ecuación integral. 
Asi, si se busca la solución de la ecuación (2) en la clase de fun- 


" i 1 
ciones acotadas, entonces, como hemos visto, todos los valores А > == 


ЕЈ 

son raíces características. 

Si, en cambio, la solución de la ecuación (2) se busca en la clase 
de funciones L,(— o», +), para cualquier valor de А la ecuación (2) 
tiene sólo solución trivial: q(x) =0, es decir, para las soluciones de 
L.(— c, -+ с) ningún valor de A es característico. 

Sea F(x) una función continua, absolutamenle inlegrable en 
10, = сој, que tenga un número finito de máximos y minimos en 
cualquier intervalo finito del eje OX. 

Escribamos la transformación coseno de Fourier de esta función: 


ғ, 0)= үз | е0) cos àx de, 
4 


Entonces 


ro-y X | roin. 
: 
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Sumando ambas fórmulas, obtenemos que 
Fi (x) ЕЁ (к) = yi 1 (ELO + Е (0] cos xt dt, 
Ei 


es decir, para cualquier función F (x) que satisfaga a las condiciones 
indicadas más arriba, la tunción q (x) = F, (x) + F (х) es función propia 
de la ecuación integral 


Фф (к) А ( q (1) cos xt dt, (6) 
à 


=. Сото Р(х) es una 
función arbitraria, la ecuación (6) tiene infinitas funciones propias 
linealmente independientes para dicho valor de A. 

Esta particularidad de la ecuación (6) está ligada con el hecho de 
que ésta es singular (el intervalo de integración en (6) es infinito). 


que corresponde al valor característico А 


Ejemplo. Consideremos la ecuación integral 


$0) | pcos xt dt 0) 
D 
y tomemos 
F(x)—e-o* (a > 0). 
Entonces 
E 
2 * a 
Fue) У т |е совж de =y 3 zia 
5 
Ahora 
= ZT a 
Ф (х) =F (x)+ F, (0) —e7 e «yz aya (8) 


Sustituyendo Ф (x) en la ecuación (7), tendremos 


уз а 3 (асовх( 
ey = aiaj erosua y E lanis а]. (9) 
r] ü 


Como ya fue indicado, 


e-at cos xl dt = 


ss 


a 
apa 
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La segunda integral del segundo miembro de (9) puede ser hallada 
aplicando el teorema de Cauchy sobre los residuos: 


m 


5 
De esta manera, de (9) obtenemos 


De aquí se ve que, si A 5 


qe үз 


será solución de la ecuación integral (7). Рог lo tanto, А ү/ Ž es 


‚ la función 


una raiz caracteristica de la ecuación (7), y la función 


Qo) ec (8) 


es una función propia correspondiente; además, por cuanto a > 0 es 


4 ” " " 2 
un número cualquiera, а la raiz característica A V Ž le corresponde 


un número infinito de funciones propias (8) linealmente independientes. 
Análogamente se puede demostrar que la ecuación (7) posee la raiz 


caracteristica A= — y a la cual le corresponden las funciones 


=. 
propias 


evas — TE (a > 0). 


288. Demostrar que la ecuación integral 
р(х) X y 0) sen xt dt. 
ò 
tiene las raices características А + J^ 2 de multiplici- 


E 
dad intinita, y hallar las funcioi 


propias correspondientes. 
289. Demostrar que la ecuación integral con el núcleo 
de Haenkel 


4 (х) = J, (2V xt) q (0 dt 
à 
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(donde J,(z). es la función de Bessel de primera especie 

de orden v) tiene las raíces características А = 4-1 de multi- 

plicidad infinita, y hallar las funciones propias respectivas. 
290. Demostrar que para la ecuación integral 


CREER 
Фо) (EL e dt 
cualquier número A, para el cual uno de los valores de 


"+Y tiene parte real positiva, es una raiz característica, 
291. Demostrar que la ecuación integral de Volterra 


ea (+2) oat 


tiene un conjunto infinito de raíces características А — E + 
+ in, donde el punto (5, n) se encuentra fuera de la pará- 
bola +n? == 0. 


Resolución de algunas ecuaciones integrales. autas mediante 


el teorema de Éfros (teorema generalizado del producto). 
Sean 
ф(х) = Ф (р) 
u (x, x) 2-0 (p) e P, 


siendo U (p) y q (p) funciones analíticas. Entonces 


Ф (2 (9) U (р) = V (O« (х, х) ах. [u] 
9, 

Este es el teorema generalizado del producto ((еоге- 
ma de Efros). Si u(x, т) =и(х—т), entonces q(p)-sp, y se 
obtiene el teorema común del producto: 


Ф (p)-U (p) {еюн (кт) de. 
à 


si u az 4 (9) — V >, entonces 
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Por esto, si зе sabe que Ф (р) => ф(х), por el teorema de Efros se 
(y p). 
Y» 


halla la función objeto para 


[9] 


(4) 


Resolución. Sea ф(х) = Ф (p). Aplicando a ambos miembros 
de (4) la transformación de Laplace, de acuerdo con la fórmula (3), 
se obtiene: 


de donde i 
Dip Я П 
Sel, T y ӨЛ (рј 
red e 7 
Por consiguiente, y (x) == 1 es la solución de la ecuación (4). 


Resolver las siguientes ecuaciones integrales: 
e n 


[e oat 
è 


292. 


V nx 


= os 


је О) а 2—51 ies 
5 


PM t 
те Оа БЭЭ 


š 


Es sabido que 


donde J„(z) es la función de Bessel de primera especie de orden л. 
En particular, 


пао CAPITULO Il. ECUACIONES INTEGRALES DE FREDHOLM 


En virtud del teorema de semejanza 


E) 


de donde se ve que para el teorema de Efros debe tomarse en este 
caso 
1 


4 


Ejemplo. Resolver la ecuación integral 


$n хетта {л xD (o dt Cl A # 
ё 
Resclución. Sea y (0); i Ф (р). Aplicando la transformación 


de Laplace a ambos miembros de (5) y teniendo en cuenta el teorema 
de Efros, hal 


» [2] 


mos 


ода tC) © 
Sustituyendo p por "S se obliene 
ALME аы 
„(> пау ТАР @)- [7] 


De (6) y (7) se halla que 


Фу ya ЕР» | 


эр 
Ж, i] | 


M 
ра» 


o bien 
D (p) 


De aqui que 
чб) 


Resolver las ecuaciones integrales siguientes (à+ 1): 


295. pesa) у + ES ES (2V xt) (0) dt. 
296. irse ed ds V xt) q (0 dt. 


297. ф(х) = cos x + à $ ESC AD ода. 
7 
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298. q (x) = зепх 4 af Z J (2V xt) q (dt. 
4 


Resolución de ciertas ecuaciones integrales singulares mediante 
la transformación de Mellin. 


Sea la función f (1) definida para £ positivas, y supongamos que 
satisface a las condiciones 


П 8 
фета ео, from tace ро [0] 
è ò 


para cy y а, clegidas de forma adecuada. Se Паша transformación 
de Mellin dè la función f (0) a la funcion 


Реде pU db (mode mee o) @ 
è 


La fórmula de inversión de la transformación de Mellin es 


10=5 | roer и> 


otra 


ву өөд, (3) 


donde la integral зе loma а lo largo de la recta /: Res 20, paralela 
al eje imaginario del plano de s, y se entiende en el sentido del 
valor principal. En el caso en que el comportamiento de la función 
10) para 1-0 y £-. sea conocido, por ejemplo. por considera- 
ciones de carácter físico, las fronteras de la banda (о, 0.) se pueden 
establecer partiendo de las condiciones de convergencia absoluta de la 
integral (2). Si, en cambio, la conducta de / (1) se conoce sólo en un 
extremo del intervalo (0, 4- ос), por ejemplo, para f - 0, entonces se 
determina solamente oi; la recta de integración Г en (3) debe tomarse 
а la derecha de la recta o о, y а la izquierda del punto singular 
más próximo de la función F (5). 

La transformación de Mellin está estrechamente ligada con la de 
Fourier y la de Laplace, y muchos teoremas que se refieren а la pri- 
mera pueden ser obtenidos de los teoremas respectivos para las trans- 
formaciones de Fourier y de Laplace mediante cambio de variables 

El teorema de la convolución para la transformación de Mellin 
liene la forma siguient 


зөө СЕС 


De aquí se puede concluir que la transformación де Mellin facilita la 
10-18 


22 с) 
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resolución de las ecuaciones integrales del tipo 


d X 

qo пок (јао. (5) 
En efecto, supongamos que las funciones q (х). f (х) y К (x) permiten 
transformada de Mellin, y sean q (х) — Ф (5), (х) — F (з), K (0)  K (з); 
además, las regiones en que las funciones F (s) v К (s) son anali 
tienen una banda común а; Res-a« о, Aplicando la transfor- 
mación de Mellin а ambos miembros de la ecuación (5) y utilizando 
el teorema (4) sobre la convolución, se obtiene 


Фу F (ву -K (sis). (6) 
de donde 
F (s) $ 
ga EL #1). 7 
(s) тк) 1) 0e 


Esta es la solución operacional de la ecuación integral (5). La solu- 
ción q (œ) de esta ecuación se halla por la fórmula de inversión (3): 


(UC код 
«Өс | crim (8) 
Consideremos la ecuación integral 
"EP 
Ж: Жу E 
qme ty 1 e qo. «> о. ө) 
8 


Apliquemos la transformación de Mellin a ambos miembros de (9). 
Se tiene 


5) = К (8) (Re s 2 0, 


de forma que las regiones en que F(s) y К (5) son analíticas coinci- 
den. La ecuación operacional correspondieute a 1а (9) tendrá la forma 


Г (5)-Ф (5), (10) 
de donde 
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Según la fórmula de inversión (8), hallamos que 
ом» 


„А. г) ds 
ет a-lpg ©” 


(o > 0 an 
"RT 


La integral (11) se halla mediante la fórmula integral de Cauchy, 

Para ax > | incluimos en contorno de integración una semicir- 
cunferencia situada en el semiplano derecho. En este caso, la Única 
рагцошагнаа ч la función subintegral se encuentra en el punto 
8-3, en el cual 


1 
1-5T(9-0. 
Entonces 


ф(х) = ах > 1, 


CENE P 
(вх) Ч (3) * 
ndo: W (3) la derivada logarítmica de la función Gamma en el punto 
з=3: 


Y (3)= 


"G3 
DTT 


(у es la constante de Euler). 
Рага ах < 1, las particularidades de la función subintegral están 


en las raices negativas de la función рг (s), de forma que 


$07 A E" 


ar<l, 


donde Ч (s) son los valores de la derivada logarítmica de T (s) en 
los puntos 5 = s, (k=1, 2,.. .). De este modo, 


4 
Ga: ах», 
Ф0)= - | 
ax « 1. 


E ох)" s)" 


Estudiemos la ecuación integral de la forma 


Фо) =) {Коф Q) dt о) 
è 
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(ecuación de Foks). Multiplicando ambos miembros de (1) por х”-3 
e integrando con respecto a x desde O hasta oc, se obtiene 


{фо итак ў ло ган чија 1 K Qc пх = ах. 
à è 3 à 
Designando la transformada de Mellin de las funciones q (а), / (X). 


K (x) рог Ф (5), F (s), y K (s) respectivamente, después de transfor- 
maciones sencillas, obtenemos: 


D =F GR GV oto tal. 2 
3 


Es fácil ver que (око a9. de manera que (2) escribe 
5 


en la forma 


D (у= Р ()-- (1—5) А (5). (9) 
Suslituyendo s por 1— en la igualdad (3) se obtiene 
Ф (1—5) = (5) ФК (1 [7] 
De las igualdades (3) y (4) hallamos que 
DS F (8) FO RS PG КОК 0—5), 
de donde 
opm EG-EFO-9 KO (5) 
LK (s): K (15) 
Esta es la solución operacional de la ecuación (1). 
Por la formula de inversión de Mellin se halla que 
Эн ЕБУ Е (1—5) Ё (з) 
NA KORUA ^ ^ id 
es la solución de la ecuación integral (1). 
Ejemplo. Resolver la ecuación integral 
Ti 
Ч 00-10--Х yi Jen cos xt dt. 0) 
v 
Resolución, Tenemos que 
" ж 
Коу-хү = Let cos x dx. (8) 


v 
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Para calcular la integral (8) utilizaremos la igualdad 
Verectas-ro. [2] 
à 


Girando en la fórmula (9) el rayo de integración hasta que coin- 
cida con el eje imaginario, lo cual, en virtud del lema de Jordan, es 
posible para 0 < 2 < 1, se llega a la fórmula 


(ееси е ro. 

à 

Separando las partes real e imaginaria, se obtiene 

ON (о) 


a 
x*-1 cos x dx == cos 75 


Sos ias 


хата sen x dx= sen 7 T (2). Q0 
De esta manera, en virtud de (8) y de (10), 


K()—0) WE Гу cos $, a2) 
Ahora ЕЭ 
КорКа-э-х р LD (o) cos a y 


Шан 


а 


as 
2 
puesto que Г (5): (1 —s) A Рог lo tanto, si M (f(x) 
entonces, en virtud de la fórmula (5) (рага |5] # 1), 


» rq 
=> 200 «sen y сн (1—5) = А, 


рона Fiera fü, 
por lo que 
p 
| [re rao y l'(s).cos т |а 


oris 


Ї F (s) s-*ds + 
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Sustituyamos Е (1—5) рог Sw sa en la segunda integral del 
è 
segundo miembro de (13); entonces, como 
ori» 
A. | Е(вх-58--1 (x), la fórmula (13) se esrcibe así: 
ta 


ot 
Le) ar 


Ф) = T (s) cosx 


хар оа ра. 09 


Segün la fórmula де inversión de Mellin 
otie 


яш | E (s) cos F = (хїу-* ds=cos xt, 
oži» 


de modo que, en definitiva, 


яаг 
ty 2 фео. (А1. 
i 


Resolver las siguientes ecuaciones integrales: 


299. p(x)= f УУТ? 


1 
Гра ух) 


300. ф(х) =] (х) Ay z $ Osen xt dt. 


301. eme е0) xt dt. 


CAPITULO II 


METODOS APROXIMADOS 


$ 24. Métodos aproximados de resolución 
de las ecuaciones integrales 


Sustitución del nácleo por uno degenerado. 
а la ecuación integral 


Sea 
b 
то) Рота CK Gs 0 (0) dt Mm 


con núcleo K (x, f) arbitrario. La sencillez de la resolución de las 
ecuaciones con núcleo degenerado (véase el $ 15) nos sugiere natural- 
mente, la idea de sustituir el núcleo arbitrario K (x, f) aproximada- 
mente por uno degenerado L (х, 1), y tomar la solución ф (х) de la nueva 
ecuación 

b 


$e Foo Les og adt о 
i 


como aproximación de la solución de la ecuación inicial (1). En calidad 
de núcleo degenerado 2 (х, 0), próximo al dado K(x, 1), se puede 
tomar un segmento de la serie de Taylor paro la función K (х, í), un 
segmento de la serie de Fourier para K (x, f) por cualquier sistema de 
funciones fun (x)) ortonormal y completo en La (a, b), elc. Indiquemos 
algunas apreciaciones de los errores de la solución de (1) que surgen 

causa de sustituir el núcleo dado por uno degenerado. 

Sean dados dos núcleos L(x, () y K(x, 0), y supongamos que 


b 
ÇIK œ, 0—20. ја <ћ 


y que la resolvente R; (х, fi A) de la ecuación con núcleo L(x, t) 
satisface a la desigualdad 
» 


баве та < R, 
2 


así como también que |/(x)—/i(x)| < m. Entonces, si se cumple 
la condición 


1-131 80141318) эд, 
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la ecuación 


È 
TA È K( Dp dH 
Н 


tiene una solución única q (x), 
р(х) de la ecuación 


П 
чедо пода LG, офа 


а diferencia entre ésta y la solución 


по supera а 
NIXIC AJRA 
ШИЕ ЛДА 
siendo A cl extremo superior de |/(х)]. 
Obsérvese que para un núcleo degenerado /. (х, f) la resolvente 
Ri (x, 6 À) se halla de forma sencilla (salvo el cálculo de las inte- 


ШЕЕ (a) 


л 
grales); precisamente, si L (х, )= X4 (а) Ту (0, entonces, haciendo 
1 


» 
{ X.) T, (a) dx 


se obtiene que 


Rila, t; А) = (4) 
donde 
о Хеб... Х,0) 
р (х, t3) -|7300 1-3 (5) 
DA= (6) 


Аат — Maga + 

Las raíces de D(A) son las raices características del núcleo L(x, 1). 
Escribamos otra apreciación (A— 1). Sea 

K (x. t) — L (x, ОДА (x, 1). (7) 

donde L (х, 1) es un núcleo degenerado, y A (x, 0) liene norma pequeña 

en cierta métrica. Sean, además, Ry (x. £), Rz (x, 1) las resolventes 

de los núcleos K (x, 1), L(x, 4) respectivamente, y |i A j, | Rl, ПА 

las normas de los operadores con los nücleos respectivos. Entonces 

1Ф-ФЇ ГА (14-18) 14-18: FT. (8) 

pudiéndose tomar la norma en la fórmula (8)en cualquier espacio 

funcional. Para la norma de la resolvente A de cualquier núcleo 


$ 24. RESOLUCION DE LAS ECUACIONES INTEGRALES 153 


К (х, 1) es válida la acotación 

IKI 
Re iE 
VASTE 
Аа en la espacio С (0, 1) de funciones continuas en el segmento 
0, 1| es 


(9) 


ГКП, máx Re. 914, 
ө.х р 


171 -. máx 1731. (10) 
Doom 
En el espacio de funciones de cuadrado sumable Q fa «ах, £ «x b], 
"TI 
кик VR (x. паа у” 
» р [m 
11155 оч) 
Ч 
Ejemplo. Resolver la giras 
фо) = sen x4- faeces муфа, (0) 


à 
sustituyendo su núcleo por uno degenerado. 


Resolución. Desarrollando en serie el núcleo K(x, f) = 
= |—x cos at, se obtiene 
хз 
K (x, 0 = 1—х +5- (2) 
Tomemos como núcleo degenerado Ł (x, £) los tres primeros términos 
del desarrollo (2): 


LG. [2] 
y resolvamos la nueva ecuación 
1 
J иу ~ 
eyes ee (15) E Oat w 
De (4) se obtiene Ч 
Ф (x) =5еп x + С, (1—х) + Са, (5) 
допде 


1 
ж | боро, с. -4f £8 (0 dt. (6) 
b 
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Sustituyendo (5) en (6), obtenemos un sistema para la determinación 


сте | [sen С, 1— + С, t3] de = 


5 


1 
vb Са cos T, 


| [2 sen t+ C, (2— £2) + Cut] dt = 


[AS J Cat sen +5 зов 1 


o bien 
E [u] 
jg Cem sen 14 cos 1—1. 
Resolviendo este sitema, se halla que 
С, 1,0031, C, — 0,1674, 


y entonces 
4 (х)--1,0031 (1 — x) + 0,1674? -+ sen х. 
La solución exacta de la ecuación es р(х) -= l. 


Acotemos ahora (ф--41 según la fórmula 


П — 81 e 12 О ERAI 14-18 SA (8) 
En la métrica del espacio L, se obtiene 
, 


M la 
пате | | мака "үт 


(1: 
1: y, 

кл [| 1 сов ака = 
rr J 


К 1 1 м 3 
peni peste emnt) <=. 


59 
= 
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Las normas de las resolventes R y Ry se aprecian mediante las fór- 
mulas 


пет 


ЛЭ m Zr 


donde |A|—1. De aquí que (ви < 2. 


= 1 de 9. 373 
|Ф—Ф < 258 (+3) (1+2) 5 < 0.016. 


Hallar la solución de la ecuación integral sustituyendo 
el nücleo por uno degenerado y dar una apreciación del 
error: 


18:15). y entonces 


302. ф(х) =е* 


y 
-(хеч-1) q (dt. 


+ eos x + х (sen xt — 1) q (1) dt. 


303. Ф(х)=> 


i 
304. ф(х) = (7 3—1) E 7 — пуме (O de 


| 
305. (у= tg sen x-i (meos) xp (0) dt. 


2 Método de las aproximaciones sucesivas. El 
método de las aproximaciones sucesivas (método iterativo) consiste en 
lo siguiente, 
еа dada la ecuación integral 
ь 


P= AHA | Ко, 09 (dt. q 
a 


Formemos la sucesión de funciones (qn (x)) mediante la fórmula de 
recurrencia 


, 
Pn =F HA VK бе O qui (046. 2 


Las funciones q (х) (1-1, 2. ...) se consideran como aproximaciones 
a la solución buscada de la ecuación; la aproximación nula фо(3) se 
puede escoger arbitrariamente. 
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En las condiciones conocidas 


B ћ 
ме. 8 V fee. 1) dx dt, [5] 


la sucesión (2) converge hacia la solución de la ecuación (1). La mag- 
nilud del error de la aproximación ( m-j-l)-ésima se determina por 
desigualdad m 


Ie 0) вал (Ec Pe, a7 2812 py фсув- Авен, (9) 


donde 
Y ire Pede. Ф 


AAA, 
У sis Me (к. 04. 


Resolver las siguientes ecuaciones рог el método de las 
aproximaciones sucesivas: 


$ añ de, 


C= 


306. ф(х) = 1 + | мар) de. 


1 
307. ф(х) = p x т} ме (1) dt. 


308. Hallar la tercera aproximación ф, (х) de la solución 
de la ecuación integral 


ФО)-14-|К(5, 09 (dt, 
donde > 

xt, 
50: 0-1 x, xxt, 


y apreciar el error. 


Señalemos que la dificultad principal para la aplicación del método 
de las aproximaciones sucesivas consiste en el cálculo de las integrales 
en las fórmulas (2). Este debe electuarse, por regla general, aplicando 
las fórmulas de 
conveniente su: 
desarrollo en sei 


legración aproximada. Por esto, aqui también es 
ir el núcleo dado por uno degenerado mediante el 
de Taylor, y después introducir el método iterativo, 
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3. Método de Bubnov-Galiorkin. La solución аргохі- 
mada de la ecuación integral 


H 
ч 0)-100-43 K Gs DG (dt о) 


por él método de Bubnov-Galiorkin se busca así. Escojamos un sistema 
de funciones {и, (x)], completo en Le (а, b), tal que para cualquier n 
las funciones ит (x), ша (х), ---, Un (x) sean linealmente independientes, 
y busquemos la solución aproximada q, (х) en la forma 


чабо= У ама (9). D 
‘ё 


Los coeficientes ay (k=l, 2, ..., n) se determinan del siguiente 
sistema lineal: 
m А 
(ба (0), ак 6) (9, u 69) 12. KC GS 09, 041, нд о) о 
ма 
=1, Le... т), 


(А 
А 
donde (F, g) significa que ( f(x) g (x) dx, y en lugar de q, (x) hay que 


oner Y) apup (X). Si el valor de А. en (1) no es característico, para n 
р У ак D 


m 
suficientemente 


Меша (3) tiene solución única, 
п — c, la sol proximada qw(x) (2) tiende en la mé 
La (a, b) hacia la solución exacta q (x) de la ecuación (1). 


Ejemplo. Resolver la ecuación 


para 
trica de 


: 
чех (ха) dt [0] 
E 


por el método de Bubnov-Galiork 


Resolución. Tomemos como sistema completo de funciones 
en [—1, 1] el sistema de polinomios de Legendre P, (x) (4--0, 1, 
, -..). La solución aproximada y, (x) de la ecuación (4) la buscare 
mos en la forma 


EI 


[I LX T из 


2 


Sustituyendo qa (x) en lugar de q (x) en la ecuación (4). tendremos 


4 $ xl (ва ам га, 


En 
2 


зе 


а аха \ш 
/ 
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"M 
ave asas == 


Multiplicando ambos miembros de (5) sucesivamente por 1, x, 
e integrando respecto a x desde --1 hasta 1, se halla: 


De aquí se obtiene а, —0, a= =0, por lo que qs (x) 3x. Мо 
es difícil comprobar que ésta es Бал ва Ч РҮҮ (4). 


Resolver, por el método de Bubnov-Galiorkin, las ecua- 
ciones integrales siguientes: 


309. p()=1-4 | (xt +) e (dt. 
И 


310. Фф (x) 


А 
mx | (x2 — x) q (1) de. 
~ 


А 
311. ф(х) = 1—x (e — e) + » эзем q (e) dt. 


Observación, Para los núcleos арап dl жады, de 
Bubnov-Galiorkin da la solución exacta, y para el caso general, éste 
es equivalente а la sustitución del núcleo "Ks, 4) por uno degenerado 

(х, 2 


$ 25. Métodos aproximados de determinación de las raíces 
características 


1, Método de Ritz. Sea dada la ecuación integral 
b 
оде KG. Dod 
à 


con núcleo simétrico К (x, 0) ea K (f. x). 

Tomemos una sucesión de funciones (4, (ху), Ун MEL (ai | tal, 
que el sistema JV, (х) sea completo en Z (a, b) y que para cualquier л 
las funciones V, (х), Vs (x), ..., Y, (x) sean linealmente independien- 
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tes en fa, b]. Hagamos 


чаб)= Y акчи (к). о) 

E 
y sometamos los coeficientes ад a la condición [4,11 Con esta 
condición busquemos los valores estacionarios de la forma cuadrática 


(Кел. Ча)- 
Asi se llega a un sistema lineal homogéneo con respecto a los coefi- 
cientes ay (0 es el factor de Lagrange): 
M uev, Yoy, w,))a,—0 (2 
= 


G 


Para la existencia de una solución no nula de (2). el determinante 
del sistema (2) debe ser igual a cero: 


Ку, ф)—о (фу. фр (Кр. 9) —90 (фа, Ма - 
(Ку, b) —9 (фә. Ча) (Кр. ча) — 0 (ра, Че) + 
O (фа. фр (Kpn 4) — O On Ма) +++ 
+ уу, фра) —9 Gh) 
(Кз, Фа) —9 (ра, Pn) 
о Ка н) 9 (Фа. Фа) 


Las raíces de la ecuación (3) dan los valores aproximados de 1 
valores propios del núcleo К (x. 1). La mayor de las raices de la ecua- 
ción (1) da el valor aproximado por defecto del mayor valor propio. 
Hallando о de (3) y sustituyéndolo en (2) se busca una solución по 
nula ад (8--1, 2, .... п) del sistema (2). Poniendo los valores hallad 
de a, en (1) se obliene la expresión aproximada de una función propia 
que Corresponde al valor propio hallado. 


Ejemplo. Hallar, por el método de Ritz, el valor aproximado 
de la menor raíz caracteristica del núcleo 


К(х,у=х; a=0,b=1, 
Resolución. Como sistema coordenado de las funciones үр, (x). 


tomemos el sistema de polinomios de Legendre: y, (x) = Pn (2x — 1). 
En la fórmula (1) nos limitamos а dos sumandos, de manera que 


^ Pa (x)= аз. Po (2х—1)--а,- Р, (2x — 1). 
Observando que 


M 


Ds 


=0. (3) 


Р, (2—1) = 


Ya =P, (2—1) = 2x — 1, 
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se halla: 
! ; 
Qn i 4х=1; [EE { @х—1у4х=0; 
й { 
П 
(e No | xima 
à 
Ahora 
! 3 \ 1-1 1 
(Ку, ә) | (ice. At (O dt ) qu (nde | fotis 
б\д $8 
"m 
V 1 
Uh. нэг | È ter — n dedi " 
"i | 
Ka w= NA ааа 
vi 
En este caso, el sistema (3) toma la forma 
П 
4? 
EN 
12 
о bien 


js El mayor valor propio es ==, 
1 


а 


De aqui que 0 = 


lo que significa que la menor raíz característica es 


Hallar, por el método de Ritz, las menores raíces са- 
racterísticas de los núcleos (a=0, 0-1): 
312. K(x, ђ=х38. 


14, xz 
313. Ко, O 220 


100—0). x«t 
314. K(& 0=4 | 
Lt). 1>t 


5 
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2. Método de las trazas. Llamemos т-ёѕіта traza del 
núcleo K (x, 1) al número 


b 
Am V Km (t, D dt, 


donde K,, (x. f) es el m-ésimo núcleo iterado. 
Para la menor raíz característica A,, para un m suficientemente 
grande, es válida la siguiente fórmula aproximada: 


Ärm 


A a, 
Яая 
La fórmula (1) da el valor |А, | por exceso. 


Las trazas de orden par de un núcleo simétrico se calculan median- 
te la fórmula 


b 
ла =] 
: 


Ejemplo. 
característica del 


ке. 


br 
Kos tx, N dx dt => | | Kh (х, 0) dt dx. 2) 
‚ por el método de las trazas, la primera raiz 


ft хээ, 
1)- 
)7 Ys «xt. 


Resolución. Por cuanto el núcleo K(x, 0) es simétrico, es 
suficiente hallar А, (х, t) sólo para t < x. 
Se tiene que 
! 


а-0, 5-1. 


: А 1 
KiG, у= (ке. 2) K (2. t) dz = (аг f zt dz + xt de= 
0 9 F х 
Eu em EI 
Е AS 


Ahora, por la fórmula (2) para m=1 y m=2 se halla respectiva- 
mente: 
1 Р 


а = ђак KE Gs ТЭЭГЧ) аш=? а 
à à 
1 


ò ù ё 


Ac? f dx Kio. "ҮЛ 
8 ò 


11-18 
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Entonces, de acuerdo con la fórmula (1), 


Vx 
636 
Hallar, por el método de las trazas 

característica de los nücleos siguientes (a —0, b 
315, K (x, t) — xt. 

316. K(x, D) cx 


^ 


la primera raíz 


dy 


(0), x«t, 


317. K(x, 0) = 


(2-0), х» 


— Ум и, x «t, 
318. K(x, 0 [ —Vxt Mnt, xt 


.V—VxtInx, xz 


3.Método de Kellog. Sea Кх. /) un núcleo simétrico, 
que consideraremos, para fijar ideas, definido positivo, y sea w (х) 
una función cualquiera de L, (а, 5). Formemos la sucesión de fun- 
ciones 


ex {x)= | K (x,t) o (t) dt, 


ans 


è 
оо | K( Do dt. 


(1) 


@ 


Sean qu (2), фа (х), ... las funciones propias ortonormales del núcleo 
K(x, t). JA С... las raices caracteristicas respectivas. Sea, 
ahora, œ (x) ortogonal hacia las funciones q, (х), фа (3... . fea (х) 
pero по ortogonal hacia la función propia Фа (x). Entonces la suce- 
sión (2) tiene por límite la z-ésima raíz característica Ay. 
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[215] | 

m | converge hacia 
Пол GO E 


cierta función, que es una combinación lineal de las funciones propias 
que corresponden а la raíz caracteristica Ag. Hacia el mismo límite 
que la sucesión (2) converge la sucesión 


1-у 1 өө 
V Y To. 
Si (o, фи) = 0, se obtienen dos fórmulas aproximadas para la menor 
raíz característica; 


En este caso, la sucesión de funciones { 


4) 
[2] 


y la fórmula (4) da el valor de A, por exceso. Si el núcleo K (x, t) 
По es delinido positivo, las fórmulas (4) y (5) dan el valor aproximado 
del menor valor absolulo de las raíces caracteristicas del núcleo dado. 
Si w (x) se escoge acertadamente, el método de Kellog es relalivamente 
sencillo para los cálculos. 

El defecto del método consiste en que de antemano по 5: sabe 
qué raiz característica se ha determinado, 


Ejemplo, Calcular por el método de Kellog la menor raiz 
caracteristica del núcleo K (х, f) x*t, О «ах, (e d. 


Resolución. Tomemos w(x)=x. Entonces 


1 
o (x)= || хина 


Ahora 
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De este modo, segün (4), 


Hallar, por el método de Kellog, las menores raíces 
características de los siguientes nücleos: 

319. K(x, у=; 0x 11. 

320. K(x, ()=senxsent: —a« x, !<л. 

321. K(x, ale т 0«х. (el. 
У х(2—ђ, x«t, 

322. К(х,:0-1 | Oz x, !<1. 
100—5), хэй 


RESPUESTAS 


х 
9. P= r $a q (t)dt. 
3 
10. фбд=1+ f eco dt. 
ò 
Р 
и. Фб) = cos a— | 0—0) e (0 dt. 
à 
12. ф(х) —5—6x-- | [5—6 (0 — 0 PU) dt. 
E 
13. Фб) = совх—х—{ (х-0) (0 dt. 
à 
14. ф () =x—sen x--e* (x—1)-- || [sen x—e* («— 01 p (0) dt. 
à 


х 
15. ф (x)= сов х—9х (1-9) — (141%) — 0 (046. 
à 


16. ас ла БЕ en] x 
Xq (t) dt. 
17. e) xG- D3 È x o фи) dt. 
3 


shVA(x—1)(4>0). — 20. ene» w-d, 


за. дођем, 


gs, 25399 св, 


" pF cost 
25. ax- t xb, 


ZI 


RESPUESTAS 


ЈЕР 
за. үе E 


26. ex-! (x —( +2). 


x-h. 28 gett 


sh V 2(—10. 32. 


1. 8$. (х-0ё-9-9, 


39. q (x) —e* sen х 3-(2 4-cos x) e* In 


40. р(х) ех 
42. хр (х) en 


43. 4 (2) 


2 


1 


44. (= 


46. y (x) = sen x. 
49. Ql. 50. 


(х--1)-41, 45. 


41. q(x) 


[m 
censa x). 


рхагсїй к-Ү In (1:552). 


aer 


AT.q(x)—cosx. 48. q(x) —chx. 


Ф (х) x. 


51. ф(х)--6 52. ф(х) 


53. q(x)-2. 54. ф(х)--382--0х2 56. алж 


э. фт 


58. фз (к) = 


La 
e 
во. фух 5. 
62. рфу=зепх. 


x 


TH 


Thra 


+ бөөд D. 


ф Бэрэн 89. ф(х)=1. 


в. Фо) 4 Ges 


83. ф(х) = 


y Gees VS t). 
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64. q()-l-2r 65. ф(х): x 


86. 9 G6) sen rH эрэх. 87. ф (х) 


E 


2 
68. q(x)—e*. 69, ф(х) ——— = 


лї. ф(ху--ех(1--х0. 

73. qi (а) —sen х; qa (х) = 0. 
74. q, (х) = Зех — 2; Фф. (х) = Зех — тек. 

15. фу (х) =е2х; Фф, (х) – Ue. 

[ы (x) = (x +2) sen x + (2x4 1) cos x; 


2x 14-2х 
Pale) cos ыг sena. 


77. фу (ху—?вспх; ф.(9--2совх--1: фа(х)—х. 
78. фу (х) =соѕ х; ф.(х)с senx; Ga (х) sen x 4- cos x. 


senx; 


) cos x; 
qa (9) — хоух--1-(14 }) sena. 


80. Q(x)-e*—l. — В. ф(х) 


ex. 


82. чед= + кзепх. | 83. р(х) 1 —e7 X — xe, 

84. q(X)--l—«cosx. — 85. p (x)  1— x |-2 (sen x— cos x). 
86. p(x) e-^—2xe-*, — NT. q (x) -c--2e-^ 
88. ф(х) -совх—зепх. | 89, q (a). — 


e-n x 


90. q(x)—cosx—sen x, 91. ф(х) -1—xIn3. 
92. ф(х)=:{' (ху—{ (х) та. 93. q (x) — xe**. 


94. p (х) = 


CAN] 
106. e09- ре) Гаа)" 
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109. фор — 


1 (Dg 0, 
110. ф(х, 0 —5 (25-28) + donde 
E F(u, v) du do 
ие ве V бену 
2 


y D, es un triángulo rectángulo isósceles con vértice en el punto (x, y) 
e hipotenusa en el eje Ош del plano UOV. 


m. фо 12. фк) = 


из. Фф (х) = 


114. 9) =3. 
115. Фф (х) —senx. 136. ф(х) = 


ив. 90-1 


MT. (9) —e7 5. 


119. ф(х) = соз x —2 sen x. 


120. ф(х)--2х--33, 121. ф(х) — 2 sen x. 

122. ф(х)--31 (хет хет х). 123. Ф (x) = Jo (x). 

x zx 

124. ф(х)-41--5- o — па 2р. 

128. Se tiene x? — (2 == x? — 2xf -+ t? -j 9x£ — 90 = (x — t)? + 9t —1). 
Por esto 


х х 
jee цан reno dt. 


Pasando a las transformadas según Laplace y aplicando el teorema 
del producto y el de derivación de la imagen, en virtud del cual 
tp (1) 5-4) (р), se obtiene 

2_2 2 

=> —— vw 

pps A 9” (Р) 


о bien 


o p= 1060) 
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Resolviendo esta ecuación diferencial se halla que 


Como Ф 


оде Cpu. 


(p) es una función-objeto, debe ser «P (p) — 0 рага p — со, 


de modo que С--0 y, por lo tanto, Ф (p) = =, de donde v9- 5. 


127. ф(х)--С--х, 128. ф(х) C Jo (2 V x). 

129. p()=C+x. 130. ф(х) 2-6 (х) —6' (x). 

131. ф(х) —5()—senx. 132. ф(х) 6 ()--3. 

133. ф(х) — 1 -H-x 4-6 (х)+8' (х). 

334. ф(х) = 1. 135. 09-44, (х). 

136. q (х) = — 1, (х), /, (х) es la función modificada de Bessel de 
primera especie, En los problemas 141, 142 las funciones indicadas no 


son soluciones de las ecuaciones integrales respectivas; en los proble- 
mas 137 —140, 143— 145 lo son. 


neben e) А 


M6, R рр. 
1-6 

147. R(x, 6 = 3 5 

13-нд 
148, А (x, 1: X) — sen x cos t. 
7 sen x— sen ( —л (1 + 2 sen x sen t) A 
149. А (х, 65 Kpe EU UE ER 
xt 142 (s 
160, R (x, f; X) 
151, R(x, t; А) = 


152. 


IAM 


taa (ni rat) 
R(x, t; = - . 


Вк, f; M) = 


170 
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ЧИ, R( y EEN ERA, 


x—sht—9 


155. Rir. ti А) 
156. кт, 
157. qu [^ SR 
158. q (х) = cos 2х. 
159. фи) = E 


160. чб) = 29 
E 

16l, Ku Do (5) и 

(021, 2, 3, ...) 


162. K (x, ђе 5. 


Ка (х, t 


m eim ene +5. 


? (x+ sen f), 
(ава (n= 


165. K, (х, !у=хе!. 
166. K, (x, 0) = C771 f 


exitu eiat 


a-i 
ех cos Ё. 


их 1) ех, 0<x<t, 


LTD 


E Hate, tax<l 
| eH *, —1<х<0, 
168. K (х, ын ilo охь 
169. 8 (х, t: A) на Bs 
cost 


170. Ry? 15055: 


=i 
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> хе! | e 
m. Re. 0 р: <> 
гэу-3040--0 3 
172. Ra (y 00; aue. 
173. R(x; 4 
174. R(x, £ 
175. R (x, 1: A)= sen x cos t + cos 2x sen 21. 
001—1 
pe, 121<1L 
181. q (x)= lg x. 
182. y 09-23 но х. 
185. Ф) Gr {укту 
ai БА) юх o 
186. (р (х) = à +5 0-49. 
FLU 
48 
187. р(х) = мах А#2. 
188. p (x)= Àn? sen x 4-х. 
2соук ЕА 
189, Ф (0) 2 сү А 
190. ф(х) = Ал sen x + cos x. 
Фа аб) = + yi х 
193. 91 (од == 0; чу (к) = La фы, а 00) b Ia Da 
Ф (х) = 0: «а 355 Pa ТУТ 4 


194. qu (х) x0: qe а(х) = 1 333. 195. q (x) — 0. 
196. No tiene solución. 198. A, 8 


ys ча (0) = зена (x). 


m 
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199. No hay. 200. мета фа (х) = sen x. 


з. м2, 2: e) =зепх, qu (х) == соз. 
202. No hay raíces características y funciones propias reales. 
203. А, =т= nas: 
5 
204. : D 


206. A= — -= ; qi()-shx. 207. No hay. 


208. No hay raíces características y funciones proplas reales. 
2 1, 2. 


чи (x) 


sen пах 
++ пл cos nax (n. 


21. Хүн 1а Pn (х) = sen рахн, cos нах, donde pn son las 
raíces де la ecuación мэн 

212. „=4л%—1; фи (х) 5sen2nx (л=1,2,...). 

213, А, = (» + 3)- 1; Фа (х) — sen (a+ +) х. 


E 
LERE, фи (а) = зеп ид (пера) (n 1, 8, s), donde 


fi» son las raíces de la ecuación tg Оли = — ptg 1. 
215. =] — ил Pu (х) = зеп aX + Hy cos Mpx, donde py son las 


24. А, 


raíces de la ecuación 2ctgny=u— i. 
зам 
2 


216. „= 


Фа (а) — sen jux + ju, cos ux, donde ju, son las 


raices de la ecuación завер. 


217. = —1-— л; АЛ (х) =ѕеп ax, donde ид son las raíces de la 
ecuación tg p= —p (и > б). 
" = 
22. a) б; b) An 9 HZ. 
222. а (х) l; 2x—1. 223. фу (х) =; qu) xt. 
] Such 


[JOLIE i. qi" (x) = cos2x, gi” (x)=sen 2x. 


RESPUESTAS 173 


Фе (5)--1: 


Ф? (х) == cos nx, ФЕР (x) —sennx (п=1, 2, . 


228. а) 1; p= # УЗ; b) 


eu еден + V. 2 


230. No hay puntos de bifurcación. 


3s 
3: 


Cosenx, 1=—, 
л 


231. ф(х)-41 С-совх, к-8. 
a 51:23 
o Аяа. 


C-arccosx, A=1, 
232. 0-1 5d Е 


234. ф(х) =С|х|. 235. ф(х) = С(х— 5). 


233. р(х) — C. 


лх 
2: 


зеп их- sen p (x — 1) — cos px 
2p cos $ deos 5 | 
2>0 


236. фр (x) == sen 237. р(х) =х—24-2ех, 


238. (р(х) = 


R по es raiz de las ecuaciones 


| кун в Ё pf ay ЛИНА un ЛА 
cos 5 (cos 4 4-5 sen) e 0; cht (ent sn) мо, 


d 2 
239. q (cos 2-4 P eL T er y 


(véase el problema N* 212). 
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cos VEFi atà cos V X3 l(x—5) дур; 
(3-1) cos V 
24. g=] DVA h Tere 
(10) ch y —2—1л 
Lacer si à= 
3 (аһ p+ вери) + shy (х— 1) 24 ch y (2—1) 
(1 3-359) sh pF 3p ch и 
"T 2 х»0(и-2ү3). 
* 90097] ETE jp cos pu) + sen p (x — 1) —2nicos н (2—1) | 
(брзу sen ир 3p cos pe 
À«0(u—2 Y —X. 
242. ф(х) = 
244. ф(х)= 
245. q(x) 


<0. 


qm l, si A=0; p по es raíz de las ecuaciones 


246. т (х) — 14 


ción 


247. ф(х) — 


ento 


cos EZ 7 


+ 
xs. Para 2=2 по hay solv- 


Sa Ая јр. Para A=- по hay solución. 
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2 


948. q(x) - x4- a жа, Axe т no hay 
solución 
249. y ix) ЗУ ^+ —3 
Рага A=-—3 по hay solución 
[^i + 
250. (у= 
[ка 
Para A=— 4 по hay solución. 
зах, si Ad, 
0.90 а Lene si =L. 

252. (х)--2-57--4081, мА—— 1: (к) 
TN uu аа d 
Tu nura ip а. L donde | по es raiz de 

ión с si НО La) quac ховх 
la ecuación ch pushy th O тка ui en n 


si A—— (ue 1), donde p по es raiz de la ecuación cos и sen p 
th 1—0. En los demás casos no hay solución. 


253. G (x, E) pee 


paral. 


254. Es evidente que la ecuación y”(x)=0 con las condiciones 
000) = 001), y (0)—y (1) tiene el conjunto infinito de soluciones 
у(х)=С. Por consiguiente, no existe la función de Green para este 
problema de frontera. 


255. La función de Green no ej 


GH Ort 
256. G (x, 5) — 


08—80), Баха, 


A att | «х, 


287. G(x, E) 
$UO—96—2-H. Баха. 
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de Green no exi 
260. La función de Green no e: 
shk(E—I)shkx + 


» OSIER, 
I k 
p- 
291. GG, O74. шаарана(х--1) C 
ГҮҮ? : чы 


262. 
cos (5. + +) 


2 sen 


e ESxGL 


cos (в) z) 
r О= х= 5, 
2sen 1. 
z 
G (x, §)= 


| 2 
263. La función de Green no existe. 
(Ах + А а= 


0=x<E, 
нан 
Et) 
00 100 ga. ВЕ « ысу, 


265. G (х, t) = 


RESPUESTAS 


[e (Ey Ї 
wlr- 


R 


269. G (х, t) — 


A 


HH 
. 0<x<E, 
270. G (х, E) — Ss E— Ur 


Ё 
Е 
TUS | 
nce MN 
Hr 


273. G (x, = 


Para 3-1, G(x, D- Ы bi по depende de /. Para A=—1 la 
función de Green no existe. 


274. 


а 
seus, 275. y= ga Gt — Ax 0). 


276. yo ld e) niece t 277. и.) sen ла 


278. y = 2 [sh x —sh(x — 1) —sh 1]. 
279. y = их (— x) e. 


280. yz cost (27) зөвх-рэй-2, 
z 


t х s 
281. уба =® | б(х Du d ias 
3 


| CEDES 0«ох« 5, 


donde G(x, = ^7. 
шиш элээнэ 


12-18 
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178 
А 
282. уо) A | бүх DAR 
0-2х«5, 
m 


à 
-1)х, 
donde G, =] GE tex«l. 
285. иол бос Б) 
] 
Ps FE) 33 
ESx<l. 


donde 
G(x, = 
| sm 48-09. 


284. уо) = А (о, DAS E ӨӨ 3 -176--5, 
ож х=, 


4 
donde ГЭР” 1 
див, 
бх, 8-1 @—х—!. ах. 
n 
285. к= {б руба rar, 
donde " 
FM 0<x<E, 
Gir, D=} 2 
j D 5661. 
авв. урд = — + | б, DIO did ge 0 (PH — D. 
donde 2 
-рх—Ы@—1. oarak, 
ве = 1 
gi6—296—1, Бао. 
: 
287. у(ху--ех--3. 1 G (x, E) y È) dẹ, 
donde Ы | a+. 0 Ё 
xt. 0=x<E 
GG. D=) (+5 garal 
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292. p(x\=cosx. 293. ф(х) =х2— + (ch x— cos x). 


(53 


—— ж 
char. 


294. ф(х) = 


295. q (9) = qa le* — ^ e —1)]. 


296. q (x)= cos x+ sen x). 
297. ф(х) = 


298. р(х) 


300. 4 (x) 

аА #1). 
301. ф (х)= 
302. ф(х) —0,1671x3 —0,0422x*; | p — | < 0,18; 


la solución exacta es фр(х)--1. 303. ф(х) = 
la solución exacta es q (x) 
П 


с cos x: 14-01 < 0,03; 


304. ф(х) с = (3x — 1-е): |4— q | < 0,012; la solución exacta 
es q (x)= x. 
305. Ф00 benz + (58—10 sen 1 — Te cos 1) a: 


19 — | < 0.0057; la solución exacta es q (x)= х. 
306. q()— 14 qx фо (9 1. 


307. Ф, (х) \ xi фо (х) =0: la solución exacta es ф (x) 
" 
= Eu. d -€— 
308. 4:09-14-15 P apr q rr 
o (х) = 1: la solución exacta es y (x) — cos x -- tg 1-sen x. 
309. pa (x) = 6x? 4-1; ésta es la solución exacta 
310. qa (x) i; ésta es la solución exacta. 311. фз (х) = 1; ésta ез 


la solución exacta. 312. А, 


(el valor exacto es A4—5). 


313. A, = 2,486; A,— 32,181. 314. А, — 4,59. 315. А =3. 316. M= 
317. A,—4.19. 318. A, —5,78. 319. А, —3. 320. А, —4. 321. М — 2,475. 
322. A, = 4,998. 


[E 


APENDICE 


RESUMEN DE LOS METODOS FUNDAMENTALES DE 
RESOLUCION DE LAS ECUACIONES INTEGRALES 


1. Ecuaciones integrales de Volterra 
Ecuaciones integrales de Volterra de segunda 
especie: 
х 
y =A KG 04 (0) dt. (у 
Н 


|, Método de las resolventes. La solución de la 
ecuación (1) viene dada por la fórmula 


v) 00--3 SR Gs 6X E(O dt. 2 
2 


La función R (x, f; A)—la resolvente de la ecuación integral (1)—se 
deline como la suma de la serie. 


R, 5 X5 У MK D. (8) 
E 


donde los núcleos Негадов К, 1€ 
recurrencia 


1) se hallan por la fórmula de 


Кал у= \ КО, 2) Kn (z, 1) dz, 
ме де | Ко, o Kus ode di 


K, (x. t)— KG, t) (a=1, 2, ..4. 


2. Método de las aproximaciones sucesivas. La 
solución de la ecuación (1) se determina como el limite de la sucesión 
(фи (о) ), n=0, 1, 2, ..., cuyo término general se halla mediante 
пча de recurrenc 


ч 9-1 AHA | KG 0qu-i (0 dt. (5) 
à 


Con frecuencia es cómodo tomar la función [(x) como aproximación 
nula qo (х). 
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3. Las ecuaciones integrales de Volterra de 
segunda especie de convolución 


TO= Коб (0 de 6) 
à 


se resuelven mediante la transformación de Laplace. 
Sean f(x), K (x) y q (х) funciones-objeto y sean 
Го) = Р (р), К) = К (р). 40 =D (р). 
Aplicando la transformación de Laplace а ambos miembros de la 
ecuación (6) y utilizando el teorema del producto, se halla que 


r 3$ 
W, Коу #1. m 
— Ко) 
La función-objeto q (x) para Ф (р) será la solución de la ecuación (6). 
4. Las ecuaciones integrales de Volterra de 
primera especie 


Ф (р) = 


А 
{ко беа его), (6) 
à 


donde 


K (x, хууд, 
ón a ecuaciones integrales de Volterra de 


se reducen por deriv: 
segunda especie del tipo 


1. 
Po Ki 1) 


Ке од“ | Ki x) 0 o 
а 


$ (0) = 


5. Las ecuaciones integrales de Volterra de 
primera especie de convolución 


х 
VK e—0« at — 10) qo) 
à 


se resuelven mediante la transformación de Laplace. Si f(x), K (x) 
y ф(х) son funciones-objeto y 
Роде Е(р, К) = Ҝ (р). ф(х) = (р), 


entonces, aplicando а ambos miembros de la ecuación (10) la 
transformación de Laplace y utilizando el teorema de la convolución, 
se obtiene 


Fo 
Ко 


La función-objeto ф(х) de la función Ф (р) será solución de la 
ecuación (10). 


Фр = an 
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П. Ecuaciones integrales de Fredholm 


Ecuaciones integrales de Fredholm de segunda 
especie: 


" 
PAS Ka (dt =i (9. a2) 


|. Método de los determinantes de Fredholm. 
La solución de la ecuación (12) viene dada por la fórmula 


» 
PEHA RO б FO dt, a3 
à 
donde la función 
" А 
Ré. t yo POE >, рф 20, (14) 
se llama resolvente de Fredholm de la ecuación (12). Aquí 
ЭЛСЭХ a эл, (15) 
КЕП 
КЕ 
ьоу=1+ У, (16) 
aci 


Los coeficientes В, (х, 0), С, se determinan por las fórmulas 
KG 0 Ко буу... KG) 


" ка. о КО. t) K (his ta) 
Sus 9-1 $ Ks. 0 K (ta ћ) nt аһ, (17) 
РИЦИМЕР 


В, (х, t) - K (х, 0), 
ка.) К( ta) o 
Ks t) Ks ta) 


b œ 
AOS dí, ... din. (18) 


K (tm 1) КИ)... KS ta) 
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Fórmulas de recurrencia: 


è 
B, és. D= CuK (и, п | K œ, 3 Bai. 045, (19) 
à 


В„- (5, 5) 48 (a=1, 2, ...) (20) 


seny 


В, (х, ђ=К (х, 0. 


2. Método de las aproximaciones sucesivas, La 
ecuación integral (12) puede ser resuelta mediante el método de las 
aproximaciones sucesivas. Para esto hagamos 


Фоо = Ро) PON Фа ОМ, (21) 


donde W, (x) se determinan por medio de las fórmulas: 


» 
e ке. эш, 
: ard 
меко био j Ka Ge. DED dt, 


h 


Nae) CA Gs D) pa (CO dt = { Ка (e ГО dt, ele, 
à 
Aquí 
^ 
Ky бе (Ко 2) K (z, nde, 
b 
Ka (x, 1)= ў K (x, 2) Ky (z. t) dz 
à 
y en general 
5 
Кик D Ко. 2 Kale 04. n—2, 3, ... (22) 
à 


siendo Ki (x. 0 К, D. 
Las funciones K, (x, 1) determinadas mediante las fórmulas (12) 
se denominan núcleos iterados. 
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Ecuaciones integrales con núcleo degene 


b n 
90-31 [2 ax (x) bx о] Фа = Eo). es) 
FI 
La solución de (23) es 
Фо) =Го)+А Y) Cia, (х), (24) 
=. 


donde las constantes C, se hallan del sistema lineal 
(1 — Хај) Су — Хауса — uh. 


poe epp Du ME 
Aan Ci — Хаџуба — «> «+ (1 — Хада) Cy om ћи 
Aquí : й 
акы = | ax (0) bn (045 ба | bn (of (oat (26) 
à à 


(k, т=1, 2, .... п). 


Si el determinante del sistema (25) es diferente de cero, la ecuación 
(23) tiene una solución única (24). 


Ai Raices características y funciones propias. 
El valor del parámetro À # 0, para el cual la ecuación integral ho- 


mogénea de Fredholm de segunda especie 
» 
GUIAS Ко, 09 (4t = en 
à 


tiene una solución no nula ф(х) Z0, se llama raíz caracteristica de 
la ecuación (21) o del núcleo К (х, f), y la solución по nula de dicha 
бп, función propia correspondiente a la raiz característica A. 
el núcleo К (х, Р) es continuo о de cuadrado sumable en el 
cuadrado Q (a« x, ( « b), а cada raíz característica A le corresponde 
un número finito de funciones propias linealmente independientes. 
En el caso de una ecuación con núcleo degenerado 


* n 
pwa f [2 2222) o (i) 41-40, (28) 
¿la 


las raíces características son las raíces de la ecuación algebraica 
1— Хад Аа — аһ 
— ад 1—Ma аз. 


(09) 
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donde А (А) es el determinante del sistema (25): el grado de esta 
ecuación es p= n. 
Si la ecuación (29) tiene p raices distintas (1 = p « n), la ecuación 


integral (27) posee p raíces caracteristicas Aj, Аз, .... Ар, а las cuales 
les corresponden las funciones propias 

Фп б)= У Сар (0) (m—1,2, .... p). (30) 
Aqui СИ" (в= 1,2, ..., n) es una solución del sistema (25) corres- 
pondiente a la raiz característica Ay (m--l. 2, ..., p). Para un 


núcleo arbitrario (no degenerado) las raices caracteristicas son los 
ceros del determinante de Fredholm D(A). es decir, los polos de la 
resolvente R (x, 1: A). 

En el caso en que el nücleo K (x, 0) sea la función de Green de 
cierto problema homogéneo de Sturm-Liouville, la determinación de 
las raices caracteristicas y de las funciones propias se reduce а la 
resolución del problema antedicho de Sturm-Liouville. 


5. Ecuaciones integrales simétricas no homo- 
géneas de Fredholm de segunda especie: 
n 


A KG De (nat =] бо, Gn 


фб) — 


а 
K (x, t) - K(t x). 


‚2, ...) las raíces caracte 
iones propias respe del núcleo K (x, 1) 

a) Si el parámetro 2 А А, (n — 1, --), la ecuación integral (31) 
tiene una solución única, continua en (4, b] 


cas, y фи (х) (п = 1, 


= 
#09010 Y, Zi фо), вд 


Цан 
допде 


: 
an= | EG) ба б) dx. өз) 


La serle del segundo miembro de (32) converge en forma absoluta y 
uniforme en (0, b]. 

b) Si el parámetro A coincide con una de las raices característi- 
саз, por ejemplo, А--Ад, de rango q (multiplicidad de la raiz carac- 
terística Az), la ecuación (31) posee un conjunto infinito de soluciones 
si, y sólo si, f (x) es ortogonal а todas las funciones propias de la 
raíz característica Ад, es decir, si se cumplen las q condiciones 

b 


{Роја (deo (т=1,2,... q). G4) 
à 


186 APENDICE 


Todas eslas soluciones vienen dadas por la fórmula 


ems Y x t 0+ 


+ Сава (х) Сора C)+ + Сира (0. (35) 


siendo Ci. .... С, constantes arbitrarias, y ци (хў. .... фи (x). las 
funciones propias del núcleo, correspondientes а la raíz característica Ay. 
Si por lo menos una de las q condiciones (34) no se cumple, la 
n (31) no tiene solución. 
Si la función f(x) es ortogonal a todas las funciones propias 
(f) del núcleo, K (x, 1), la solución de la ecuación (31) será la propia 
unción: q (x) = f (x). 
6j Ecuaciones integrales de Fredholm de se 
gunda especie cuyas funciones propias son fun- 
ciones ortogonales clásicas: 
: 


ecua 


a) 4092 | K ( 0 « (di 0, (3) 
donde 

x«t, 

(ах. 


Las funciones propias son: 


фа б) sen Р (а 
» mA | Ke Decay | ч 
donde de ы 
Ја КЕЕ, хс 
2 1—t( 
ко, D 
gui аах 
2 1--х" T 


Las raices características son А„==л (n--1). Las funciones propias, 
ба Om (я), siendo Р. (+) los Polinomios de Legendre, que se de: 
inen mediante la fórm 


1 а 


Р.) = gay ag 


[n 
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Puesto que Р,(4)--1 y P, (х) =x, aplicando la fórmula de recurrencia 
(nil) Pupa (к) =х lr 1) Р.(3)--0Р,-1 (0, 


se pueden hallar los polinomios de Legendre de cualquier grado 
n=2 3... 


9 PA | Ко, 09d 
donde й 


Las raices características son A, = та, siendo ac, las raices de la ecua- 
ción trascendente J, (а) —0. Las funciones propias son фи (x) == J, (aX), 
en donde J, (х) som las funciones de Bessel de primera especie de ог- 
den v. Las funciones de Bessel de primera especie se definen mediante 
la formula 


Las raíces caracteristicas son: 
Anl. 
Las funciones propias son: 
Фа) = 4G 


donde L, (x) son los polinomios de Chebishev-Laguerre, que se definen 
mediante la fórmula 


d” хте х) 
1) e* qa (ren. 


Aplicando la fórmula de recurrencia 
Lasi (0) = (24 1—х) L, (0) PL (0) In D. 
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se pueden obtener los polinomios de Chebishev-Laguerre de cualquier 
grado n, sabiendo que Lo (х) —1 y Да (х) = —4-1. 


е) Фо) { K (x, t) q (0 dt —0, 


donde 

x +2 

jet | ес, x«t, 
~ ї 

: за 


enn | e de, tax 


Las raíces caracteristicas son: 
A, =2(n71) (a=0, 1,2, .. 


Las funciones propias son: 


Фа б)=е Н, (о), 


siendo H, (х) los polinomios de Chebishev-Hermite, que se definen 
mediante la fórmula 


н) a 


E or 
п(п—1) 
T 
Conociendo Ha (x)—1 y H,(x)--2x se pueden obtener los polinomios 


de Chebishev-Hermite де cualquier grado, aplicando la fórmula de 
recurrencia 


= (22)! — буна Ein Do 000—8) 202 (0—9 (олуна. 


Husi 0) = 2H, (х) —2nH,, 1 (x). 


= оз с apo 


. Morse Р. M., Feshbach H. Methods of Theoretical 
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La editorial Mir publica: 


BRONSTEIN l., SEMENDIAEV К. 
GUIA DE MATEMATICAS. 


El guia está compuesto por el doctor en ciencias fisico-matemáticas, 
catedrático Konstantin Semendiaev y por el catedrático Ilya Bronstéin. 
Contiene seis secciones: «Tablas y gráficas», «Matemática elemental», 
«Geometría analítica y diferencial», «Fundamentos del análisis matemá- 
lico», «Capitulos complementarios del análisis». «Tratamiento de las ob- 
servaciones», 

Las tablas que vienen en el texto se dan con tres o cuatro cifras signi- 
ficativas y contienen los valores de los logaritmos decimales y naturales, 
de las funciones exponenciales, hiperbólicas y trigonométricas, de la 
función Gamma, de las funciones de Bessel, de los polinomios de Legendre, 
de las integrales elípticas, de la integral de probabilidad y otras tabl 

La matemática elemental comprende el Algebra, la Geometría y Та 
Trigonometría, Los fundamentos del análisis matemático contiene una 
introducción al análisis, el cálculo diferencial e integral y las ecuaciones 
diferenciales ordinarias y en derivadas parciales de 1 y 2° órdenes. 

Los capítulos complementarios del análisis abarcan los números com- 
plejos y las funciones de variable compleja, el cálculo vectorial (álgebra vec- 
torial, función vector de un escalar y teoria de campos) y las series de 
Fourier (análisis armónico). 

En la última sección se exponen los fundamentos de la teoria de pro- 
babilidades y de la teoría de errores, así como fórmulas empirigas y de 
interpolación. 

demás de la gran cantidad de fórmulas que se exponen, los autores 
presentan una teoría breve y muestran el modo de resolver los problemas. 

En lo fundamental, el guía está dedicado para los ingenieros y los 
estudiantes de ingenieria, a pesar de que puede ser útil también para los 
que trabajan en Institutos de investigación, laboratorios, etc. 

En ruso ha sido editado 11 veces. Está traducido a varios idiomas, 


MARKUSHEVICH A. 
TEORIA DE LAS FUNCIONES ANALITICAS. Tomo 1. 


El primer tomo de la presente obra del vicepresidente de la Academia 
de Ciencias Pedagógicas de la URSS, doctor en ciencias fisico-matemáticas, 
catedrático Aleksey Markushévich, contiene cuatro capitulos: «Conceptos 
fundamentales», «La derivabilidad y su significado geométrico. Las fun- 
ciones elementales», «Integrales y series de potencias», «Diversos series. 
Residuos. Funciones inversas e implícitas», 

Se hace un estudio detallado de los números complejos, proyección 
estereográfica, funciones elementales de variable compleja, uniformes y 
multiforme egral de Cauchy y de Про Cauchy, series de potencias, 
productos infinitos. Se expone el principio del módulo máximo de una fun- 
ción analítica y el concepto de puntos singulares de un elemento de una 
función analitica, Se muestran diversos métodos de desarrollo de las fun- 
ciones en serie. Se estudia también el comportamiento de la serie de poten- 
cias en la frontera del círculo de convergencia, se expone el principio de 
compacidad. 

Se estudian las series de Laurent, Dirichlet y se demuestran los teore- 
mas de Runge y Montel respecto de la convergencia de una sucesión de poli- 
nomios a una función localmente analítica dada, En el último capítulo, 
además del tema indicado, se deducen las fórmulas más conocidas de inter- 
polación en el campo complejo. 

AI final del libro se inserta una bibliografía muy extensa de las obras 
fundamentales que tratan de los temas expuestos. 

El libro está dedicado para los estudiantes de las facultades de mate- 
máticas de las Universidades o de distintos centros de enseñanza superior. 
Puede servir también para los ingenieros y científicos que deseen elevar su 
nivel científico en esta materia. Algunos temas pueden ser útiles para quie- 
nes preparan la tesis doctoral. 


MARKUSHEVICH А. 
TEORIA DE LAS FUNCIONES ANALITICAS. Тото 11. 


El segundo tomo de la obra presentada por el conocido cientifico, 
vicepresidente de la Academia de Ciencias Pedagógicas de la URSS, Doc- 
tor en ciencias саз, catedrático Aleksey Markushévich 
contiene los capitulos V—VIII: «Transformaciones conformes. Aplica- 
ción a los problemas de la aproximación de las funciones por polinomios», 
«Funciones armónicas y subarmónicas. El significado de las funciones 
analíticas en la hidromecánica. Funciones de forma acotada», «Funciones 
enteras y meromorfas», «Concepto de superficie de Riemann. Prolongación 
analitica» 

Al final se expone un apéndice del autor: 
las funciones analíticas: 

En este tomo se demuestran los teoremas de Riemann y Hilbert de la 
existencia de una transformación conforme de un recinto simplemente co- 
nexo en un circulo, se estudian las propiedades de las funciones univalentes 
y se demuestra el conocido teorema de Merguelián respecto de la aproxima- 
ción uniforme de las funciones continuas en el campo complejo por polino- 
mios. Se expone la fórmula de Poisson-Jentzsch. Se demuestra el teorema de 
Hadamard de los tres circulos, el teorema de las dos constantes, el teorema 
de Plragmén-Lindelóf. Se estudian las propiedades frontera de las funcio- 
nes de forma acolada. Se dan los conceptos de orden de crecimiento y Про 
de una función analitica y de indicatriz de crecimiento, Se demuestran los 
teoremas de Picard. En el libro se hace una exposición de las funciones 
elípticas y de la función Gamma. Se estudia el concepto de función carac- 
leristica de una función micromoría. Se dan los conceptos de superficie 
abstracta de Riemann, de función analitica completa y de imagen analí- 
lica, Se demuestra el teorema de monodromia, el principlo de simetría. 
Se da el concepto de función modular, с! criterio de normalidad de una fa- 
milia de funciones analiticas y se demuestra el teorema grande de Picard. 

En el apéndice se exponen algunas de las investigaciones cientificas 
realizadas por el autor respecto del problema de la base en el espacio de las 
funciones analíticas. 

Este tomo, así como el primero, está 
postgraduados de las facultades de matemá: 
superior. 

Puede servir como punto de partida para emprender investigaciones 
cientificas en algunos de los temas tratados. 

Al final de la obra se expone una bibliografia muy amplia de las obras 
fundamentales relacionadas con los temas expuestos. 


Sobre la base en el espacio de 


ledicado para los estudiantes y 
5 de los centros de enseñanza 


